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本 书 系统 地 介绍 了 泛 函 分 析 的 基础 知识 . 全 书 共 分 五 章 : 第 1 章 ， 距 
离 空 间 与 赋 范 空间 ; 第 2 章 ,， 有 界线 性 算 子 ; 第 3 章 ，Hilbert 空间 ; 第 4 
章 ， 有 界线 性 算 子 的 谱 ; 第 5 章 , 拓扑 线性 空间 . 

本 书 在 选材 上 注重 少 而 精 , 强调 基础 性 . 在 结构 安排 上 ， 由浅 入 深 ， 
循序 渐进 , 系统 性 和 人 逻辑 性 强 . 在 叙述 表达 上 ， 力 求 严谨 简洁 ， 清 晰 易 
读 , 能 够 简化 的 证 明 , 在 保持 书稿 结构 严谨 的 前 提 下 尽量 予以 简化 , 便于 
教学 和 学 生 自 习 . 

本 书 配备 了 较 多 的 习题 ,以 备 选用 . 本 书 的 末尾 对 大 部 分 习题 给 出 
了 提示 或 解答 要 点 ， 供 读者 参考 . 本 书 的 第 5 章 介 绍 了 拓扑 线性 空间 的 
基本 概念 ， 这 一 章 的 内 容 不 是 本 科 生 教材 必须 包含 的 内 容 ， 可 以 作为 有 
兴趣 的 读者 参考 . 

本 书 可 以 作为 综合 性 大 学 , 理工 科大 学 和 高 等 师范 院 校 的 数学 各 专 
业 或 其 他 学 科 部 分 专业 本 科 生 的 教材 或 参考 书 , 也 可 以 供 研究 生 、 相 关 
教师 以 及 数学 爱好 者 参考 . 


序 


数学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 。 长 期 以 来 ， 人 们 在 认识 世 
界 和 改造 世界 的 过 程 中 ， 数 学 作为 一 种 精确 的 语言 和 一 个 有 力 的 工具 ， 在 人 类 文明 
的 进步 和 发 展 中 ， 甚 至 在 文化 的 层面 上 ， 一 直 发 挥 着 重要 的 作用 。 作 为 各 门 科学 的 
重要 基础 ， 作 为 人 类 文明 的 重要 支柱 ， 数 学 科学 在 很 多 重要 的 领域 中 已 起 到 关键 
性 、 甚 至 决定 性 的 作用 。 数 学 在 当代 科技 、 文 化 、 社 会 、 经 济 和 国防 等 诸多 领域 中 
的 特殊 地 位 是 不 可 忽视 的 。 发 展 数学 科学 ， 是 推进 我 国 科学 研究 和 技术 发 展 ， 保 障 
我 国 在 各 个 重要 领域 中 可 持续 发 展 的 战略 需要 。 高 等 学 校 作 为 人 才 培 养 的 摇篮 积 基 
地 ， 对 大 学 生 的 数学 教育 ， 是 所 有 的 专业 教育 和 文化 教育 中 非常 基础 、 非 常 重要 的 
一 个 方面 ， 而 教材 建设 是 课程 建设 的 重要 内 容 ， 是 教学 思想 与 教学 内 容 的 重要 载 
体 ， 因 此 显得 尤为 重要 。 

为 了 提高 高 等 学 校 数学 课程 教材 建设 水 平 ， 由 武汉 大 学 数学 与 统计 学 院 与 武汉 
大 学 出 版 社 联合 倡议 ， 策 划 ， 组 建 21 世纪 高 等 学 校 数学 课程 系列 教材 编 委 会 ， 在 
一 定 范围 内 ， 联 合 多 所 高 校 合作 编写 数学 课程 系列 教材 ， 为 高 等 学 校 从 事 数学 教学 
和 科研 的 教师 ， 特 别 是 长 期 从 事 教学 且 具 有 丰富 教学 经 验 的 广大 教师 搭建 一 个 交流 
和 编写 数学 教材 的 平台 。 通 过 该 平台 ， 联 合 编写 教材 ， 交 流 教学 经 验 ， 确 保教 材 的 
编写 质量 ， 同 时 提高 教材 的 编写 与 出 版 速度 ， 有 利于 教材 的 不 断 更 新 ， 极 力 打 造 精 
品 教材 。 

本 着 上 述 指导 思想 ， 我 们 组 织 编撰 出 版 了 这 套 21 世纪 高 等 学 校 数 学 课程 系列 
教材 ， 旨 在 提高 高 等 学 校 数 学 课程 的 教育 质量 和 教材 建设 水 平 。 

参加 21 世纪 高 等 学 校 数学 课程 系列 教材 编 委 会 的 高 校 有 : 武汉 大 学 、 华 中 科 
技 大 学 、 云 南大 学 、 云 南 民族 大 学 、 云 南 师 范 大 学 、 昆 明理 工大 学 、 武 汉 理 工大 
学 、 湖 南 师 范 大 学 、 重 庆 三 峡 学 院 、 襄 樊 学 院 、 华 中 农业 大 学 、 福 州 大 学 、 长 江 大 
学 、 威 宁 学 院 、 中 国 地 质 大 学 、 孝 感 学 院 、 湖 北 第 二 师范 学 院 、 武 汉 工业 学 院 、 武 
汉 科 技 学 院 、 武 汉 科 技 大 学 、 仰 恩 大 学 《福建 泉州 )、 华 中 师范 大 学 、 湖 北 工业 大 学 
等 20 余 所 院 校 。 

高 等 学 校 数 学 课程 系列 教材 涵盖 面 很 广 ， 为 了 便于 区 分 ,我 们 约定 在 封 首 上 以 
汉语 拼音 首 写 字母 缩写 注 明 教材 类 别 ， 如 ， 数学 类 本 科 生 教材 ， 注 明 : SB; 理工 
类 本 科 生 教材 ， 注 明 : LGB; 文科 与 经 济 类 教材 ， 注 明 : WJ; 理工 类 硕士 生 教材 ， 
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习题 ， 本 书 的 末尾 对 部 分 习题 给 出 了 提示 或 解答 要 点 , 供 读者 参考 。 本 书 的 第 5 章 
介绍 了 拓扑 线性 空间 的 基本 概念 , 这 一 章 的 内 容 不 是 本 科 生 教材 必须 包含 的 内 容 ， 
可 以 作为 有 兴趣 的 读者 的 阅读 参考 。 

本 书 在 编写 过 程 中 , 参考 了 国内 外 一 部 分 同类 教材 。 在 此 , 对 这 些 文献 的 作者 


作 者 
2010 年 10 月 
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泛 函 分 析 是 现代 数学 的 一 个 较 新 的 重要 分 支 。 泛 函 分 析 综 合 应 用 分 析 的 、 代 数 的 
和 几何 的 观点 和 方法 , 研究 无 限 维 空间 和 这 些 空间 上 的 线性 算 子 。 这 些 空间 通常 是 由 
满足 某 些 条 件 的 函数 或 数列 构成 ,并且 在 其 上 赋予 了 具有 内 在 联系 的 代数 和 拓扑 结 
构 。 例 如 ,区 间 [e, 妇 上 的 连续 函数 空间 CLw, 妇 和 尹 次 方 可 积 函 数 空间 L* La, 四 就 是 
这 样 的 空间 。 类 似 这 样 的 空间 在 数学 的 各 个 分 支 会 经 常 遇 到 。 泛 函 分 析 的 一 部 分 内 
容 是 空间 的 一 般 理论 、 包 括 空 间 的 基本 性 质 、 空 间 的 结构 与 分 类 等 。 泛 函 分 析 的 主 
要 内 容 是 线性 算 子 的 理论 ， 例 如 线性 算 子 的 有 界 性 、 线 性 算 子 的 谱 理论 等 。 

泛 函 分 析 的 一 个 特点 是 高 度 的 概括 性 。 在 泛 旺 分 析 中 , 将 一 些 具有 共性 的 空间 
抽象 为 一 类 空间 , 研究 这 类 空间 以 及 这 类 空间 上 的 线性 算 子 的 一 般 性 质 。 例 如 , 在 
机 械 求 积 公式 的 收敛 性 和 Fourier 级 数 的 发 散 性 等 问题 中 , 都 牵涉 一 个 本 质 上 相同 
的 问题 ， 就 是 算 子 序列 的 一 致 有 界 性 。 关 于 这 类 问题 在 泛 函 分 析 中 有 一 个 重要 定 
理 ， 就 是 一 致 有 界 原 理 ( 即 共鸣 定理 )。 这 个 定理 是 在 抽象 Banach 空间 上 关于 算 子 
族 一 致 有 界 性 的 一 般 结 论 。 由 于 泛 函 分 析 的 高 度 概 括 性 , 使 其 具有 的 另 一 个 特点 就 
是 应 用 的 广泛 性 ， 在 一 般 空间 上 的 研究 结论 , 可 以 应 用 到 各 个 具体 空间 的 情形 。 本 
书 给 出 了 泛 函 分 析 应 用 的 一 些 例 子 ， 但 由 于 篇 幅 的 限制 ,在 这 方面 不 可 能 充分 展 
开 。 泛 孙 分 析 的 概念 与 方法 已 经 渗透 到 数学 的 各 个 分 支 ， 如 微分 方程 、 积 分 方程 、 
概率 论 、 抽 象 调和 分 析 、 计 算数 学 等 , 并且 在 物理 学 和 许多 工程 技术 中 得 到 广泛 应 
用 。 

泛 也 分 析 的 理论 是 在 无 限 维 空间 上 展开 的 ， 无 限 维 空间 与 有 限 维 空间 特别 是 欧 
氏 空 间 在 有 些 方面 是 类 似 的 , 因此 泛 函 分 析 的 有 些 概念 来 源 于 与 欧 氏 空间 相关 概念 
的 类 比 。 在 学 习 泛 函 分 析 的 时 候 , 注意 与 欧 氏 空间 的 情形 进行 比较 和 对 照 ， 当然 有 
利于 对 泛 函 分 析 内 容 的 理解 。 但 更 重要 的 是 无 限 维 空间 与 有 限 维 空间 有 本 质 的 不 
同 , 前 者 远 比 后 者 更 复杂 多 样 ， 因 而 无 限 维 空间 上 的 分 析 理 论 远 比 有 限 维 空间 上 的 
更 复杂 、 更 丰富 。 正 因为 此 , 使 得 泛 函 分 析 成 为 与 经 典 分 析 不 同 的 独立 分 支 。 

如 上 所 述 , 泛 函 分 析 的 概念 与 方法 已 经 渗透 到 数学 的 各 个 分 支 ， 因此 掌握 泛 函 
分 析 的 基础 知识 , 对 于 数学 各 专业 的 学 生 而 言 是 十 分 必要 的 。 作 为 本 科 生 的 教材 ， 
本 书 介绍 泛 函 分 析 的 基础 理论 。 在 内 容 结构 安排 和 叙述 上 尽力 做 到 简洁 清晰 ,增强 
可 读 性 。 注 意 引 导 性 的 论述 ,以 帮助 读者 对 概念 和 定理 的 理解 。 本 书 配备 了 较 多 的 
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注 明 : 1.GS， 如 此 等 等 ， 以 便于 读者 区 分 。 

武汉 大 学 出 版 社 是 中 共 中 央 宣 传 部 与 国家 新 闻 出 版 署 联合 授予 的 全 国 优秀 出 版 
社 之 一 。 在 国内 有 较 高 的 知名 度 和 社会 影响 力 、 武 汉 大 学 出 版 社 愿 尽 其 所 能 为 国内 
高 校 的 教学 与 科研 服务 。 我 们 愿 与 各 位 朋友 真诚 合作 ， 力 争 使 该 系列 教材 打造 成 为 
国内 同类 教材 中 的 精品 教材 ， 为 高 等 教育 的 发 展 贡献 力量 ! 


21 世纪 高 等 学 校 数学 系列 教材 编 委 会 
2007 年 7 月 
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第 1 章 ”距离 空间 与 赋 范 空间 


在 数学 分 析 和 实 变 函数 中 我 们 熟知 的 欧 氏 空间 R" 具有 丰富 的 结构 . 一 方面 , 在 
R" 上 定义 了 任意 两 点 之 间 的 距离 .由 此 导出 R" 的 拓扑 结构 , 可 以 在 R" 上 讨论 极限 
与 连续 等 . 另 一 方面 ，R"” 具有 代数 结构 ,R" 是 一 个 线性 空间 ,并且 对 其 中 的 每 一 个 
向 量 赋予 了 一 个 范 数 ( 模 ). 泛 函 分 析 中 研究 的 距离 空间 和 赋 范 线性 空间 , 通常 是 由 
一 些 满足 某 些 条 件 的 函数 或 数列 构成 , 这 些 空间 分 别 在 上 面 提 到 的 两 个 方面 类 似 于 
欧 氏 空间 R". 

本 章 将 对 距离 空间 和 赋 范 线性 空间 进行 一 般 讨 论 , 介绍 一 些 常 用 的 空间 , 并 且 
讨论 这 些 空间 的 基本 性 质 . 


$1.1 距离 空间 的 基本 概念 


1.1.1 距离 空间 的 定义 与 例 


今后 总 是 分 别 用 R 和 C 表示 实数 域 和 复数 域 . 实数 域 和 复数 域 统 称 为 标量 域 ， 
用 开 表 示 . 即 符号 K 可 能 表示 R, 也 可 能 表示 C. 

在 数学 分 析 和 实 变 函 数 课 程 中 , 我 们 已 经 熟知 ， 对 R" 中 任意 两 点 xz = 
(ziyzyz) 和 yy 一 (yy 和 yy)， 可 以 定义 z 与 y 的 距离 


dlz,y) 一 (> zi 一 区 2)， (El 
i=] 


这 样 定义 的 R" 上 的 距离 具有 以 下 性 质 : 

(1) 非 负 性 : d(xz,y) 三 0，d(zyy) 二 0 当 且 仅 当 z= y. 

(2) 对 称 性 : d(xz,y) = d(y,z). 

(3) 三 角 不 等 式 : d(x,y) 寺 d(x,z) 十 d(z,y). 

如 果 考 察 R" 中 关于 邻 域 \ 开 集 、 闭 集 、 极 限 和 函数 的 连续 性 等 概念 ,就 会 发 现 这 
些 概念 只 依赖 于 R" 上 的 距离 , 一 些 相关 结论 的 证 明 只 用 到 了 距离 的 上 述 性 质 (1)~ 
(3). 这 个 事实 启发 我 们 , 若 在 一 个 给 定 的 集 X 上 , 以 某 种 方式 定义 了 满足 上 述 性 质 
(1)~ (3) 的 距离 ,， 则 可 以 与 在 R" 上 一 样 建立 类 似 的 理论 . 另 一 方面 , 在 数学 的 一 些 
领域 中 也 常常 需要 用 到 这 方面 的 理论 . 正 是 由 于 这 种 理论 和 应 用 上 的 需要 ， 就 产生 
了 距离 空间 的 理论 . 

定义 1.1.1 设 X 是 一 非 空 集 . 若 对 任意 zx,yEX, 都 有 一 个 实数 d(x,y) 与 之 
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对 应 , 满足 : 

(1) 非 负 性 ; d(z,y) 之 0, d(x,y) = 0 当 且 仅 当 z= y; 

(2) 对 称 性 ; d(x,y) 二 d(y,7X); 

(3) 三 角 不 等 式 : d(x,y) 过 d(x,z) 十 d(z,y)， 
则 称 申 数 d 是 X 上 的 距离 , 称 d(z,y) 为 x 与 y 的 距离 . 称 闵 按照 距离 d 为 距离 空 
间 ( 或 度量 空间 ), 记 为 (X, d). 

在 不 会 引起 混淆 的 情况 下 ,(X, d) 可 以 简写 为 X. 

例 1 欧 氏 空间 K". 上 面 已 提 到 欧 氏 空间 R". 这 里 将 R" 和 C" 一 并 考虑 . 设 


K”" = {Cz1 x2 3°° ,TX,) 2 1 ,T° TT, EK}. 


对 任意 zx,yEK", 按照 式 (1.1.1) 定义 d(xz,y), 则 dd 满足 定义 1.1.1 的 条 件 , 因而 d 是 
K" 上 的 距离 ，K" 按照 这 个 距离 成 为 距离 空间 . 当 K== R 或 C 时 , 相应 的 R" 和 C” 分 
别称 为 实 n 维 欧 氏 空间 和 复 n 维 欧 氏 空 间 ， 对 任意 xz,yEK", 车 令 


dz = 2 ey, dx,y) = maxlz: —y. 
i=! ee 


容易 验证 d! 和 ds 也 是 K" 上 的 距离 . 注意 (K”, d),(K", d;) 和 (K", d;) 这 三 个 空 
间 上 的 距离 是 不 同 的 , 因此 它们 是 不 同 的 距离 空间 . 由 式 (1.1.1) 定义 的 距离 称 为 K* 
上 的 欧 氏 距离 . 今后 车 无 特别 申明 , 将 K" 视 为 距离 空间 时 , 其 距离 总 是 指 欧 氏 距 离 . 

设 玉 是 K” 的 非 空子 集 , 则 K" 上 的 距离 也 是 上 上 的 距离 ,因此 按照 这 个 距离 
也 成 为 距离 空间 . 称 之 为 K" 的 子 空 间 . 例如 , 区间 [a,5]，[0， co) 都 是 Ri 的 子 
空间 . 

一 般 地 , 设 巨 是 距离 空间 (X, d) 的 非 空子 集 . 则 d 也 是 上 的 距离 ,因此 E 按 
照 距离 d 成 为 距离 空间 , 称 (E, 4) 为 (X, d) 的 子 空间 . 

例 2 连续 函数 空间 CLa,65Jj. 设 C[a, 刀 是 区 间 [a, 纪 上 的 ( 实 值 或 复 值 ) 连续 函 
数 的 全 体 , 对 任意 z= 二 zGD，y = y(t) EC[a,6], 令 


cd(zyy) = max |z(z) — ya)|. 


容易 验证 d 是 CLa,b] 上 的 距离 , 按照 这 个 距离 CLa,5] 成 为 距离 空间 . 
例 3 数列 空间 s. 设 * 是 ( 实 或 复 ) 数列 x = (zi) 的 全 体 . 对 任意 zz = (x,)， 
mE (y;) Es, 令 


1 _ lx;— yil 
dlz,y) 一 i 


显然 d 满足 距离 定义 的 (1) 和 (2). 由 于 函数 9(z) 一 和 是 单调 增加 的 , 因 
此 对 于 任意 a,bEK, 有 
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对 任意 xz,y,zEs, 利用 式 (1.1.2) 得 到 
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Cl lz cy 1/ lz zl jz — ;| 
A 1 2: 1+|zi— yl < 之 DT 一 好 | 下 
= d(xz,z) 二 + d(z,y). 


即 d 满足 三 角 不 等 式 . 因此 d 是 上 的 距离 ，; 成 为 距离 空间 . 

对 于 像 s 这 样 的 空间 中 每 一 个 元 x = (zi) 都 是 一 个 数列 . 与 欧 氏 空间 K" 中 的 元 
工 二 (ZisX29"* TX,) 对 照 , 称 zx; 为 x 的 第 i 个 坐标 . 

例 4 ”可 测 函 数 空间 M(E). 设 E 是 R" 中 的 可 测 集 , mE 二 吕 ,，M(E) 是 E 上 
可 测 函 数 的 全 体 . 将 MCE) 中 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 元 . 对 任意 工 = 
X(t), y= y(t) EM(E), 令 


_[ Iz — y(t) 
dr | 1+ |z(t) — y(t) 


显然 dCzyy) 三 0. 由 积分 的 性 质 知道 &Cz,y) 二 0 当 且 仅 当 在 E 上 z(t) = y(t) a.e. 
按照 MCE) 中 两 个 元 相等 的 规定 , 这 表明 d(z,y) = 0 当 且 仅 当 xz = y. 显然 d 满足 
对 称 性 . 利用 不 等 式 (1.1.2) 容易 证 明 d 满足 三 角 不 等 式 . 因此 d 是 M(E) 上 的 距离 ， 
按 这 个 距离 M(E) 成 为 距离 空间 . 

例 5 离散 距离 空间 . 设 X 是 任 一 非 空 集 . 令 


| EX 
Ty 王 1 ， 工作 Ty 四 


则 ad 是 X 上 的 距离 , 称 (X，d) 为 离散 距离 空间 . 

例 5 表明 对 于 任 一 非 空 集 X,， 总 可 以 在 X 上 定义 某 种 距离 使 之 成 为 距离 空间 . 
而 例 1 表明 我 们 还 可 以 用 不 同 的 方式 在 X 上 定义 距离 . 但 随意 定义 的 距离 不 见得 有 
什么 实际 意义 .在 泛 函 分 析 中 常用 的 空间 一 般 是 由 满足 某 些 条 件 的 函数 或 数列 构成 
的 . 在 这 些 空间 上 定义 的 距离 常常 是 为 了 描述 和 研究 序列 的 某 种 收敛 性 , 本 节 后 面 
的 例 6 和 例 7 就 是 这 方面 的 例子 . 

在 $ 1. 2 中 将 要 讨论 的 赋 范 空间 也 是 一 种 距离 空间 , 那里 我 们 将 会 看 到 更 多 的 
例子 . 

设 X 是 一 距离 空间 . 利用 X 上 的 距离 可 以 定义 集 与 集 的 距离 . 设 A,B 是 X 的 非 
空子 集 . 定义 A 与 B 的 距离 为 

d(A,B) = inf{d(zx,y) :7€E A,yEB}. 


特别 地 , 若 zEX, 称 d(x,A) = inf{d(z,y) :yEA)} 为 工 与 A 的 距离 . 
设 A 是 距离 空间 X 的 非 空子 集 . 若 存 在 zeEX 和 AM > 0, 使 得 对 任意 xEA 有 
d(xz,zo) 三 M，, 则 称 4 是 有 界 集 . 


1.1.2 序列 的 极限 


车 {z,} 是 距离 空间 X 中 的 一 列 元 , 则 称 {z,} 是 X 中 的 序列 (或 点 列 ). 在 距离 空 
间 中 , 由 于 定义 了 元 与 元 之 间 的 距离 ,因此 可 以 像 在 欧 氏 空间 R" 上 一 样 , 定义 序列 
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的 极限 . 

定义 1.1.2” 设 {x,) 是 距离 空间 X 中 的 序列 ，zEX. 若 

[im d(x,:x) 一 0， 

则 称 {xz,}( 按 距离 ) 收敛 于 x, 称 z 为 {z, } 的 极限 ， 记 为 limz, 一， 或 zx, 一 工 (n> oo). 

例 6 CLa,5] 中 的 序列 {x,} 按 距离 收 化 于 x 等 价 于 函数 列 {z,(t)}) 在 [a,5] 上 一 
致 收敛 于 函数 zx(2). 

证 了 明 ”由 Cia,5] 中 距离 的 定义 ， 

d(x,»7) = max|zx,(t) ~— z(t)|. 
dd 所 !b 

因此 d(xzx,,z) 一 0 当 且 仅 当 max |z, (2) 一 x(t) 一 0. 这 相当 于 {x,(?)} 在 [ce, 中 上 一 
致 收敛 于 函数 xz(?). 奢 

例 7 在 可 测 函 数 空 间 M(E) 中 , 序列 {z,} 按 距离 收敛 于 z 等 价 于 函数 列 
{rz,《2)) 依 测度 收敛 于 小 数 (2). 


和 _ jz,(?) C— z(t)| 
证 明 令 f(D) 二 了 二 zl "> 1. 若 {zx,(2z)} 依 测度 收 全 于 z(2)， 


则 当 n 一 oo 时 
OmE(f, SmE(lz,—d 8) — 0. 


故 {f,) 依 测度 收 僵 于 0. 注意 到 0 过 f(z) 过 1, 利用 有 界 收敛 定理 得 到 
limd(z,,z) 一 lim| fd = 0. 


反 过 来 ， 设 d(zx, ,I) ~> 0. 对 任 给 的 8 二 0， 当 n 一 oo 时 ， 我 们 有 


mE(|z,—z|e) = mE{f,> 2: < 十 fudi = lt gz,,z) -0 
i 


因此 zx, (2) 依 测 度 收敛 于 zz). 可 
容易 证 明 , 在 数列 空间 s 中 按 距 离 收敛 等 价 于 按 坐标 收敛 , 这 就 是 说 ,如 果 


zx™ 一 CAs Xx" 下 9 交 一 (Za »T2 四 


则 dz ,zx) 一 0 的 充 要 条 件 是 对 每 个 1 = 1，2,…， 有 zf -> zi(-> co). 这 个 结 
果 的 证 明 留 作 习 题 . 

上 上面 的 例子 表明 ,不 同 空间 中 的 序列 在 不 同意 义 下 的 收敛 , 通过 定义 适当 的 距 
离 ,， 可 以 归结 为 距离 空间 中 序列 的 按 距 离 收 僵 . 这 样 , 对 一 般 距离 空间 中 关于 序列 
收敛 的 讨论 ， 所 得 结果 可 以 应 用 到 各 个 具体 的 距离 空间 . 这 是 泛 函 分 析 的 高 度 概括 
性 带 来 的 应 用 的 广泛 性 的 一 个 例子 . 

称 距离 空间 X 中 的 序列 {xz, } 是 有 界 的 , 车 存在 mm EX 使 得 dz am) 去 Mn 1). 

定理 1.1.1 在 距离 空 5 间 中 ， 有 : 

(1) 收敛 序列 的 极限 是 唯一 的 . 

(2) 收敛 序列 是 有 界 的 . 
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(3) 若 {z。} 收 和 伍 , 则 (xz, } 的 任 一 子 列 也 收敛 于 同一 极限 . 
证 明 (1) 若 rz 一 Zr 一》 则 
Oad(r,y) Sd(r, 7) d(r, sy) — 0(n — oo). 
故 d(x,y) 一 0, 从 而 x = y.(2) 和 (3) 的 证 明 留 给 读者 . 国 
定理 1.1.2 距离 函数 d(z,y) 是 两 个 变 元 的 连续 函数 , 即 当 zx, 一 zw 一 y 时， 
dzoyyn) > d(x,y). 
证 明 ”对 任意 zx,y,zEX， 由 三角 不 等 式 得 到 
d(x,y) — d(z,y) < d(r,z). 
同样 
d(xz,y) — dlr,y) dl(z,r) = d(xr,z). 
因此 |d(z,y) 一 d(xz,y)| 达 d(x,z). 于 是 当 n 一 co 时 ， 
ld(z,»ya) — dr, yw) dz ys) — dr, ya)|+ Idx,y) — dr, y))| 
Sd(z1z) + d(y,sy) 0. | 


从 而 dCrzvyy) 一 dz,y)， 国 
本 节 引 入 了 距离 空间 , 并 且 定 义 了 距离 空间 中 序列 的 极限 . 在 本 章 以 后 各 节 ， 
将 结合 一 些 经 典 空间 的 例子 ,继续 关于 距离 空间 的 讨论 . 


31.2 ” 赋 范 空间 的 基本 概念 


我 们 熟知 的 欧 氏 空间 R" 不 仅 具 有 距离 结构 , 而 且 具 有 代数 结构 ，R" 是 一 个 线 
性 空间 ， 并 且 赋 予 了 每 个 向 量 一 个 范 数 ( 即 向 量 的 模 ). 本 节 将 引信 赋 范 空间 赋 范 
空间 是 对 其 中 每 个 向 量 赋予 了 范 数 的 线性 空间 ,而且 由 范 数 导出 的 拓扑 结构 与 代数 
结构 具有 自然 的 联系 . 与 距离 空间 相 比 较 , 赋 范 空间 在 结构 上 更 接近 于 R". 


1.2.1 ”线性 空间 


先 回顾 一 下 线性 代数 中 关于 线性 空间 的 定义 及 相关 概念 . 

定义 1.2.1 设 和 X 是 一 非 空 集 ，K 是 标量 域 . 若 

工 在 X 上 定义 了 加 法 运算 ， 即 对 任意 zx,yEX, 对 应 和 中 一 个 元 ， 记 为 工 十 y， 
称 为 zx 与 y 的 和 ， 满足 : 

(1) zy= yr; 

(2)《〈Z 十 y) 十 zx 一 工 十 (> 十 z); 

(3) 在 XX 中 存在 唯一 的 元 0( 称 之 为 零 元 ), 使 得 对 任意 zxEX, 成 立 z 十 0 = zi 

(4) 对 任意 zEX, 存在 唯一 的 z'EX 使 得 zx 十 x’ 二 0. 称 x’ 为 xz 的 负 元 , 记 为 
一 工 


IE 在 X 上 定义 了 数 乘 运算 , 即 对 任意 xzEX 和 aEK, 对 应 X 中 一 个 元 , 记 为 cr， 


远 函 分 析 


称 为 a 与 工 的 数 积 ， 满足 ( 设 a,BEK， X,YEX): 

(5) 1z = x; 

(6) a (Br) = (aB) rs 

(7) (a+-B)zx = azr+ Br; 

(8) a(z 十 y) 一 az 十 ay， 
则 称 大 为 线性 空间 (或 向 量 空 间 )，X 中 的 元 称 为 向 量 . 

当 标 量 域 K = R 或 C 时 , 分 别称 X 为 实 线性 空间 和 复线 性 空间 . 

设 五 是 X 的 子 集 . 若 王 对 X 上 的 加 法 和 数 乘 运算 封闭 ， 即 对 任意 rz,yE 巨 和 
aEK, 都 有 xz 十 YEE, axr EE，, 则 上 本 身 也 是 一 个 线性 空间 , 称 为 X 的 线性 子 空间 . 

设 Zi ,Xs，,…,x, 是 XX 中 的 一 组 向 量 . 车 存在 不 全 为 零 的 数 al , a ,an EK, 使 得 

QT 十 QzTX2 十 "十 QsTn 二 0， 

则 称 向 量 组 zx; ,zz，…，z, 是 线性 相关 的 . 车 向 量 组 zx ,zz，…，,z, 不 是 线性 相关 的 ,， 则 
称 1 9 2 9 ”9 是 线性 无 关 的 . 

车 羡 中 的 线性 无 关 向 量 组 的 向 量 的 个 数 最 多 为 x, 则 称 六 为 维 的 , 记 为 dimX 
二 n. 车 X 中 的 线性 无 关 向 量 组 的 向 量 的 个 数 可 以 任意 大 , 则 称 X 为 无 限 维 的 , 记 
为 dimX = co. 

设 X 为 n 维 线性 空间 . 若 e1, e;,…,e, 是 X 中 的 一 个 线性 无 关 向 量 组 , 则 对 任意 
XEX, 工 可 以 唯一 地 表示 为 e:，es，… ,es 的 线性 组 合 , 即 

工 一 Clel 十 azes 十 … 十 Cnen， 

其 中 al 02,°" ,0 EK. 称 e ，eE2 yyen 为 辽 的 一 组 基 , 称 (al ,as | 为 z 关 于 
基 e ，es,…,e, 的 坐标 . 

例如 , 在 欧 氏 空间 K" 上 定义 加 法 和 数 乘 运算 如 下 ; 

(zlyzz，…yZn) 十 (yy yz，… yw) = (Zl 十 3iy7zsg 十 22，… 和 Zn 十 yn)， 
aziyzaywyzna) 一 (aziyazay yaz)，awC 玫 ， 


则 K" 成 为 n 维 线性 空间 . 特别 地 , 分 别称 R" 和 C" 为 实 n 维 欧 氏 空 间 和 复 维 欧 氏 
空间 . 向 量 组 

el = (1, 0, 0,.%,0), 

ez = (0,1, 0,.. ,0), 


es = (0,°,0, 0,1), 
是 K" 的 一 组 基 , 称 为 K" 的 标准 基 . 
设 X,Y 是 线性 空间 , 其 标量 域 为 K, T:X 一 Y 是 一 映射 , 车 对 任意 zx ,zs EX 和 
ay 有 EK 成 立 
Tl(azit+ Brs) = aTzi + PTzr,, 
则 称 工 为 X 到 YY 的 线性 算 子 . 
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设 玉 是 线性 空间 X 的 非 空子 集 . 令 span(E) 是 互 中 的 元 有 限 线性 组 合 的 全 体 ， 即 


span(E) 一 DE 1 x1 Ta Ts EE, Ms, hs ,A EK, n= 1,2,.). 
iml 


容易 验证 span(E) 是 包含 五 的 最 小 线性 子 空间 , 称 之 为 由 玉 张 成 的 线性 子 空间 . 
在 泛 函 分 析 中 经 常用 到 下 面 两 种 类 型 的 线性 空间 . 
例 1 数列 空间 . 设 ;是 ( 实 或 复 ) 数列 的 全 体 . 在 * 上 定义 加 法 和 数 乘 如 下 : 


(Zz 2 ，*"*) 十 (yi 3 y2 一 《2 十 》 工 2 十 yz gs 
(1.2.1) 


aziyrzy…) 一 (azlyarzo…w)，aE 开 ， 


容易 验证 按照 这 样 定义 的 加 法 和 数 乘 运算 ，s 成 为 一 个 线性 空间 . 令 
Se (0,.…,0,1, 0,%%), i1= 1, 2,.., 
~ 一 一 


则 对 任意 宇 1，el，ez ，…,e* 是 一 个 线性 无 关 组 . 因此 * 是 无 限 维 线性 空间 . 
例 2 函数 空间 , 设 玉 CC R" 为 一 非 空 集 , X 是 定义 在 已 上 的 函数 的 全 体 . 对 任 
意 z,y€E€X 和 a EK 定义 
(Zz 二 y= rt) + yt), (ar)(t) = ar(t)(t EE). (1.2.2) 


容易 验证 , 按照 这 样 定 义 的 加 法 和 数 乘 运算 ，X 成 为 一 个 线性 空间 . 
泛 函 分 析 中 常见 的 线性 空间 都 是 上 述 两 类 空间 的 子 空 间 . 这 些 空间 上 的 线性 运 
算 分 别 由 式 (1.2.1) 和 式 (1.2.2) 定义 . 
设 X 是 线性 空间 , A,B CX,X4EK. 记 
AA = {Xr :rE€A), 
A+B= {ri+y:r€EA,y€EB)}. 


特别 地 ， 车 xoEX， 记 xo 十 A 一 {zo 十 Z3zEA). 称 人 A 为 A 的 倍 集 ， 称 A 十 如 为 
4 与 召 的 (线性 ) 和 集 . 


1.2.2 ” 研 范 空间 的 定义 与 例 


定义 1.2.2 设 X 是 一 线性 空间 , 其 标量 域 为 K. 若 对 任意 xEX, 都 有 一 个 实 

(1) 非 负 性 : 1 zl 之 0, 并 且 I|zxll = 0 当 且 仅 当 z= 0; 

(2) 绝对 齐 性 : llazl = lalllzl(x€E X, a€ K); 

(3) 三 角 不 等 式 : jz 十 旭 科 jzj 十 lyJKzyEX)， 
则 称 函数 .1 为 XxX 上 的 范 数 , 称 | zl 为 xz 的 范 数 , 称 X 按 照 范 数 | .| 为 赋 范 线性 空间 
〈 简 称 为 赋 范 空间 )， 记 为 (X，||. 1)， 

在 不 会 引起 混淆 的 情况 下 ，(X,， ll.1) 可 以 简 记 为 X. 

注 1 关于 范 数 成 立 不 等 式 ， 

zjolyll<llz— yll, z,yEX. (1.2.3) 


泛 函 分 析 


8 
事实 上 , 由 范 数 的 三 角 不 等 式 得 到 


Hzl= lz—y+yleilzm yl+lyll, 
y= 4y 一 zt 十 z 过 Wy 一 zz 十 上 z= 二 上 zx 一 3 十 zl. 
由 以 上 两 式 得 到 
zl—lyl<lzomyl, lyl—lzle<lzr myl. 


因此 式 (1.2.3) 成 立 . 
设 (X, | 是 赋 范 空间 . 令 
d(xz,y) 一 省 z 一 yy 上，zyyEX. 
容易 验证 d 是 X 上 的 距离 , 称 为 由 范 数 导 出 的 距离 . 今后 总 是 将 赋 范 空间 按照 这 个 
距离 视 为 距离 空间 . 

由 于 赋 范 空间 也 是 距离 空间 ,因此 关于 距离 空间 成 立 的 结论 , 在 赋 范 空间 中 也 
成 立 . 但 赋 范 空间 比 距 离 空 间 具 有 更 丰富 的 结构 ,因此 赋 范 空间 的 理论 更 丰富 、 更 
细致 . 

设 {z, } 是 赋 范 空间 X 中 的 序列 ，zEX. 若 i|z, 一 zi 一 0, 则 称 {zx,}( 按 范 数 ) 收 
敛 于 z， 记 为 limz, 一 并 或 z, 一 Zr 一 co)， 显然 ， 按 范 数 收敛 与 按 由 范 数 导出 的 距 
离 收 敛 是 一 样 的 . 

并 非 每 个 线性 空间 上 的 距离 都 可 以 由 一 个 范 数 导出 .实际 上 容易 证 明 , 线性 空 
间 X 上 的 距离 d 可 以 由 X 上 的 一 个 范 数 导 出 的 充 要 条 件 是 d 满足 : 

(1) dl(azx ,0) = |ald(z,0) (rEX, a€ RK); 

(2) dz 十 zy 十 z) 一 dzyy) (zyyzEX)， 

例如 $1.1 例 3 中 s 上 的 距离 不 满足 上 述 条 件 (1), 因此 该 距离 不 能 由 s 上 的 范 数 
导出 . 

定理 1.2.1 设 (X, 1) 是 赋 范 空间 则 : 

(1) 范 数 由 1 是 和 上 的 连续 函数 . 即 当 xz, 一 工时, jz, 一 上 zll. 

(2) X 上 的 加 法 和 数 乘 运算 是 连续 的 . 即 对 X 中 的 任意 序列 {zx,)，{y,} 和 标量 
序列 {fc,), 若 z, 一 区 一 an a， 则 

Zr 十 一 工 十 y，oanTn 一 QT， 
证 明 (1) 设 志 一 z 则 lz 一 了 1 一 0. 由 式 (1.2.3) 得 到 
zolzlleiz, —zl— 0， 
因此 | z, i 一 zj|. 
(2) 设 rz 一 Zn 一 2 则 
zi 二 yy 一 《z 十 上 二 上 zc 一 Zz 十 ly, 一 > 一 0. 
因此 z, 十 2 一 Z 十 》% 设 , 一 %， 则 存在 M>> 0 使 得 la,| 二 Mn 之 1). 于 是 
当 n 一 oo 时 


fasz, —az lla,r, —oarzltllarz—arl< laslllz, — zl las—ealllzll 
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Mlz,— zl+ |a,—allzll— 0. 
因此 a,x, 一 cz， 国 
例 3 欧 氏 空间 K". 在 K" 上 定义 


lal= (PD 站 ,zs= nr) EK 


则 中 是 K" 上 的 范 数 . 按照 这 个 范 数 K" 成 为 赋 范 空间 . 由 这 个 范 数 导 出 的 距离 就 是 
K" 上 的 欧 氏 距离 . 此外, 若 令 


Wa 
1 zh = 六 jz ，lzhh = max |zi| ， 
1 1<in 


则 容易 验证 小 小 和 上 |; 也 是 K" 上 的 范 数 . 注意 K" 按照 不 同 的 范 数 所 成 的 赋 范 空间 
是 不 同 的 赋 范 空间 . 
例 4 空间 C[a,6]j. 设 CLa, 缮 是 8$1.1 例 2 中 的 连续 函数 空间 . 按照 函数 空间 
的 加 法 和 数 乘 运 算 ，CLa,5] 成 为 线性 空间 . 定义 
1 zl = max |xC)|, xECLa,b]. 


则 ll 是 CLa,5] 上 的 范 数 . 按照 这 个 范 数 CLa,5b] 成 为 赋 范 空间 . 由 这 个 范 数 导出 的 
距离 就 是 3 1. 1 例 2 中 定义 的 距离 . 

例 5 空间 c 和 co. 设 c 是 收敛 的 ( 实 或 复 ) 数列 的 全 体 . 按照 数列 空间 的 加 法 和 
数 乘 运算 ,c 成 为 线性 空间 . 令 


1 zll = sup lz ， X= (X17T29°") Ec. 


则 中 .1 是 < 上 的 范 数 . 设 c 是 收敛 于 0 的 ( 实 或 复 ) 数列 的 全 体 . 显然 上 也 是 c。 上 的 
范 数 . 

一 般 来 说 , 设 (X, 中 中) 是 赋 范 空间 , 是 X 的 线性 子 空间 . 则 玉 按 照 范 数 上 .1 
也 是 一 个 赋 范 空间 . 称 王 为 X 的 (线性 ) 子 空间 . 以 后 若 无 特别 申明 , 赋 范 空间 的 子 
空间 总 是 指 线 性 子 空间 . 

例如 ， 上 述 例 5 中 的 c 是 c 的 子 空间 . 

例 6 可 积 函 数 空间 LLa,5bj. 设 LLa,65] 是 区 间 [a,b] 上 的 Lebesgue 可 积 函 数 
的 全 体 . 按照 函数 空间 的 加 法 和 数 乘 运算 , 工 [a, 引 成 为 线性 空间 . 将 LLa, 台 ] 中 的 两 
个 几乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 地 视 为 同一 元 . 对 每 个 fEL[a,6bj, 令 


Imh = | ldz. 


则 小 上 是 工 Le,o] 上 的 范 数 , 在 $ 1. 3 中 我 们 将 讨论 更 一 般 的 情形 , p 次 方 可 积 函 数 
空间 L’[a,6bj. 

例 7 空间 VLa,6j] 与 VoLa,6bj]. 设 f 是 定义 在 区 间 [La,5] 上 的 ( 实 或 复 值 ) 函数 . 
车 存在 M > 0, 使 得 对 于 [La,5j 的 任 一 分 割 x :a 二 zo 过 zi 二 … 二 x 二 6b, 总 有 


>) fz) — fr <M, 
i=1 


0 二 一 
则 称 f 是 [a,5] 上 的 有 界 变 差 消 数 , 称 
VC = sup >) |fCx) — fr) 


为 f 在 [a,6] 上 的 全 变 差 . [a, 站 上 的 有 界 变 差 函 数 的 全 体 记 为 V[a, 习 . 设 f, gEV[La,5]. 
对 于 区 间 [a,5] 的 任 一 分 割 :4 二 zo 二 二 二 zx, 二 6b, 有 
by If lx;) 十 g(Czi) 一 zl) 一 g(xi1)| 
hs , 人 (1.2.4) 
So NF) — fr dt Dez) — gz))EV A + Vs). 
因此 f 十 gEV[a,6b1. 这 说 明 V[a,b] 对 加 法 运算 封闭 . 显然 V[a,6] 对 数 乘 运算 也 是 
封闭 的 . 因此 VLa,] 按 函数 空间 的 加 法 和 数 乘 运 算 成 为 线性 空间 . 在 V[a, 丰 上 定义 
WH= lf + VD, fev[La,b]. (1.2.5) 
我 们 验证 上 .是 V[a,5] 上 的 范 数 . 
(1) 显然 fi 大 0 并 且 当 f= 0 了 时, fH = 0. 反 过 来 , 车 fl = 0, 则 [fCa)| 十 
Vn) 一 0. 因此 f 在 [a,5] 上 必 为 常数 并 且 f(a) = 0. 从 而 f(x) = 0(xE[a,5]). 因 


此 f==0. 
(2) le 站 = |allifil 是 显然 的 . 
(3) 设 f,g EV[a,bj]. 在 式 (1.2.4) 中 对 所 有 分 着 x 取 上 确 界 得 到 


Vf +8 SV +Vg). 

由 此 得 到 |f 十 gl < 内 l+lel. 

因此 由 式 (1.2.5) 定义 的 函数 中 是 V[a,6] 上 的 范 数 . 特别 地 , 令 

VoLa,6] = {fEV[a,6] :fla) = 0, /在 (a,b) 上 右 连续 }. 

则 Vo[a,6] 是 V[a,6] 的 线性 子 空间 . 由 于 当 fEVo[a, 丰 时 , f(a) = 0. 因此 作为 
V[a,]] 的 子 空间 , Vo[a,6] 上 的 范 数 是 fl 一 VC). 

例 8” 空间 C (9). 设 0Q 是 R" 中 的 有 界 闲 集 , 具有 连通 的 内 部 , 是非 负 整 
数 , C” (9) 是 在 上 具有 直到 阶 连续 偏 导数 的 n 元 函数 的 全 体 . 则 Ce (0) 是 线 
性 空间 . 非 负 整数 的 有 序 元 组 a = (a1，as,…,a,) 称 为 一 个 半 重 指标 ,， 记 ja| 
6 Be he ee 


alelf 
Df = -一 一 一 一 二 一 一 一 . 
f EE 2 Don 


补充 规定 D'"f be 和 对 于 f(z) Dd 大 (Zi » 2 sy TA) EC AN), 令 
大 = max max|D’f (x)|. 


则 可 以 验证 小 1 是 C*(Q)〉 上 的 范 数 .C% (CQ) 按照 这 个 范 数 成 为 赋 范 空间 . 


和 营 工 章 - 是 高 党 而 雪上 范本 间 人 
$1.3 L? 空间 


1.3.1 空间 L'(1 p< %) 


在 分 析 中 最 常用 的 一 类 赋 范 空间 是 二 空间 . 设 E 是 R" 中 的 可 测 集 , 1 和 如 一 co. 若 
了 是 五 上 的 ( 实 值 或 复 值 ) 可 测 函 数 , 并 且 | fl* 在 EE 上 是 可 积 的 , 则 称 f 在 E 上 是 p 
次 方 可 积 的 . 上 上 的 p 次 方 可 积 函 数 的 全 体 记 为 L*(E). 
由 于 当 a,b5EK 时 
la+ol*< (2maxClal, 161))? < 2 (Cal?+ 1ol*), 
因此 当 f,g€1L?(E) 时 
|FCz) + gC 2 f+ lex) ) CrEE). 
从 而 f 十 gEL?(E). 又 显然 当 aEK 时 , af EL*(E). 因此 L?(E) 按 函 数 的 加 法 和 
数 乘 运算 成 为 线性 空间 . 我 们 规定 , 将 L*(E) 中 的 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 
别 地 视 为 同一 元 . 特别 地 , 车 了 二 0 a.e. 于 E, 则 将 f 与 L*(E) 的 零 向 量 即 恒 等 于 零 
的 函数 视 为 同一 向 量 . 
对 每 个 FEL2?CE)， 令 
i = (| llraz)”. (1.3.1) 


称 上 fj 为 f 的 p 范 数 . 下 面 证 明 ||:, 确实 是 L*(E) 上 的 范 数 . 为 此 先 证 明 几 个 重要 
的 不 等 式 . 
引 理 1.3.1 《Young 不 等 式 ) 设 1 二 yp， 9<<co 并 且 方 十 可 二 1. 则 对 任意 实数 


asb 宇 0， 有 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 a? = . 
工 一 多 3?) 是 其 反 函 数 . 设 A,B 是 图 1.3.1 中 的 两 个 曲 边 三 角形 的 面积 . 由 图 1.3.1 可 
以 看 出 


or 在 
WBZAB= | cr)dz t+ | way (1.3.2) 


其 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 4 = gla). 特别 地 , 取 p(x) = ze ， 则 Woy) = yb 一 
32. 代 人 式 (1.3.2) 得 到 


a v 
由 区 | drt| ydy = E+. 
。 。 p gq 


图 1.3.1 


其 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 5 = pla) = ac， 即 ax 一 六， 国 

引 理 1.3.2 (He6lder 不 等 式 ) 设 1 二 yp， q 三 并 且 方 十 广 二 1. 车 /EL?*(E)， 
gEL'(E), 则 fgEL(E), 并 且 

[elaz< (| az 六 (ear) (1.3.3) 

用 p 范 数 的 记号 表示 就 是 lg 志 , jig jl,. 

证 明 ”车 上 fll, = 二 0 或 jgjl, = 二 0, 则 了 = 二 0 a.e. 或 g = 0 a.e. 此 时 式 (1.3.3) 显然 
成 立 . 现在 设 上 fll, > 0, llgl > 0. 对 任意 zEE, 对 a 一 闻 谍 和 六 一 tl 应 
用 Young 不 等 式 得 到 


[fC gr) {fx , lel 
i leh, < pi 1 下 em. 


两 边 积分 得 到 
上 二 i i A 
memle le < sire Vt meme le p+ 
由 此 得 到 | 71dz 过 17l, gl 此 即 式 (1.3.3)， 者 
当 妨 一 4 一 2 时 ，H6lder 不 等 式 变 为 Cauchy 不 等 式 , 即 
i 3 
[lelaz< (| rpaz) (| eleaz) 


注 2 ”由 Young 不等式 成 立 的 条 件 和 H6lder 不 等 式 的 证 明 可 以 看 出 , 若 H6lder 
不 等 式 中 等 号 成 立 , 则 存在 不 同时 为 零 的 非 负 常 数 C, 和 C,, 使 得 G|f]*= CG jgj 


a.e, 于 上 , 反 过 来 , 设 存 在 不 同时 为 零 的 非 负 常 数 C 和 Cs，, 使 得 C11f|*= C; jg 
a.e. 于 上. 不 妨 设 C > 0. 我 们 有 


I 1 
| slaz =|, ‘cnc lelt eldz = Cpco) 守 elaz 


下 


= (crelera (ra 和 = (va (ra 


党 汕 章 : 此 疝 垂 间 二 赎 范 宣 间 一 
因此 , 在 H6lder 不 等 式 中 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 存 在 不 同时 为 零 的 非 负 常数 Cl 和 C;， 
使 得 Ci|fl*= Cc|g|'a.e. 于 EE. 

引 理 1.3.3 (Minkowski 不 等 式 ) 设 1 壹 pp 二 o0, f,gEL?(E). 则 

1 hr 二 
(| | 十 g|*dz) < (| |fl*dzr)” 十 (| lj*dqz) 

用 p 范 数 的 记号 表示 就 是 lf 十 gl, 志 fll, 十 glly. 

证 明 当 p== 1 时 , 式 (1.3.4) 显然 成 立 . 现在 设 娟 1. 我 们 有 


[relaz= | lf+ellf+elrdz 
E 


(1.3.4) 


<| lilr+reltdrt+|, lellf+ gl*dz. 


令 4 一 大, 则 方 十 六 一 1， 对 上 式 右边 的 两 个 积分 应 用 Halder 不 等 式 得 到 


| ,lf+ eal’dz < ll (| f+ gl “dz) 


a 
9 


tlel(|, f+ele-mar) 


= fl tlel) (| +gl*dz) 
当 |。 lf 十 gl?dz = 0 时, 式 (1. 3. 4) 显然 成 立 , 当 | ， IF+g&l?dz > 0 时 ,用 


(| | 二 gl"dz)" 除 上 式 的 两 边 得 到 


(| e+elar) HF, + hal,. 


注意 到 1 = 上 广 ， 因此 上 式 即 式 (1.3.4)。 国 


定理 1.3.4 当 1 之 p 二 吕 时 , 由 式 (1.3.1) 定义 的 小 人 是 工 ”(E) 上 的 范 数 ， 
L?*(E) 按照 范 数 上 | 中 ,成 为 赋 范 空间 . 

证 明 ”显然 对 任意 fEL*(E), Fl 宇 0. 由 积分 的 性 质 , IF = 0 当 且 仅 当 二 0 
a.e, 于 王 , 按照 L*《E) 两 个 元 相等 的 规定 ,这 表明 fll, = 0 当 且 仅 当 f = 0. 显然 
laf ll, = lalilfil, (aE K). 而 Minkowski 不 等 式 表明 小 1 ,满足 三 角 不 等 式 ， 因此 
小 儿 是 工 *(E) 上 的 范 数 .一 

LCE) 中 的 序列 { 太 } 按 范 数 收敛 于 了 也 可 以 记 为 f, 一 (nn 一 co). 

注 3 车 0 过 m(E) < co, 广 二 =- co). 则 


1 1 
|。 (ffldr= lh- fl 0 no%). 


这 表明 |f, 一 |" 在 E 上 的 平均 值 趋 于 0. 因此 L?*(E) 上 的 按 范 数 收敛 又 称 为 请 次 方 
平均 收敛 . 此 外 还 可 以 给 出 f, > f 的 几何 意义 . 考虑 一 个 简单 情形 . 设 有 ,和 了 都 
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是 [a,b] 上 的 连续 函数 , 则 当 f, 二 > 时 ， 
fifa = fh 0 ~ oo). 


这 相当 于 介 于 曲线 y = f,(x) 和 y = f(x) 之 间 的 图 形 的 面积 趋 于 0. 
定理 1.3.5 设 1 之 p 二 o,f， fEL?(E). 车 ,一 > 了 则 {f,} 依 测度 收敛 


也 入 
证 了 明 设 |f, 一 fill, 一 0. 对 任意 es 二 0, 当 n 一 oo 时 , 我 们 有 


nEO SS OnE fe ed), 大 一 站 da 


= 十 lf, 一 f 始 一 0. 


因此 {f,} 依 测度 收敛 于 f. 古 

推论 1.3.6 设 1 壹 p 二 o,f,,fEL*(E). 若 f, ->f, 则 存在 {f,) 的 一 个 子 
列 (f,,} 使 得 f ,一 了 a.e. 

1.3.2 ”空间 L”(E) 

设 EE 是 R" 中 的 可 测 集 . 称 玉 上 的 可 测 函 数 f 是 本 性 有 界 的 , 若 存 在 My 0, 使 
得 | f| 壹 M a.e. 于 E, 即 存在 零 测度 集 EE 忆 E, 使 得 当 zEE 一 E, 时 , | f(x)| 志 M. 
上 的 本 性 有 界 可 测 函 数 的 全 体 记 为 L~(E). 显然 L”(E) 按 函 数 的 加 法 和 数 乘 运 
算 成 为 线性 空间 . 将 L*(E) 中 的 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 地 视 为 后 一 元 . 


对 任意 FEIL”(E)， 令 
ll = inf(M: |f|< M a.e. }. (1.3.5) 


称 1fi。s 为 f 的 本 性 最 大 模 . 下 面 证 明川。 是 L~(E) 上 的 范 数 . 
首先 注意 , 对 任意 f€E1L”(E), 成 立 
|f|< Ifl. a.e. (1.3.6) 
事实 上 , 对 任意 正 整数 宇 1, 存在 可 测 集 E,, 使 得 m(E,) 二 0 并 且 


IfC2)|< HA 十 十 ， rEE\E,. 


令 杞 =U EE,, 则 m(Eo) 二 0. 由 于 了 NE, C EE\E,(n 宇 1), 因此 对 任意 n 守 1, 有 
OD SN + i, zEE\E,. 


令 n 一 co 得 到 |f(z)| 志 fll (xEE\E,). 这 表明 式 (1.3.6) 成 立 . 若 f, gE€1L”(E)， 
利用 式 (1.3.6) 得 到 


lIf+gl< |fl+ lel< Ifill + lg ll a.e. 
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由 此 得 到 
If+gle lf + ligll, 

即 | 中 满足 三 角 不 等 式 ， 显然 对 任意 ff EL”(E), fl 三 0. 利用 式 (1.3.6) 知道 
由 fll == 0 当 且 仅 当 f= 0 a.e. 于 E. 按照 L*(E) 两 个 元 相等 的 规定 , 这 表明 || fl, 二 0 
当 且 仅 当 f= 二 0. 又 显然 af == |a| flls (a€EK). 因此 1 是 L~(E) 上 的 范 数 ， 
L~(E) 按 范 数 上 .| 成 为 赋 范 空间 .图 

式 (1.3.6) 表明 在 式 (1.3.5) 中 的 下 确 界 是 可 以 达到 的 , 即 |flls 是 满足 | 站 入 M 
a.e. 的 常数 M 中 的 最 小 的 一 个 ， 下面 的 定理 解释 了 为 何 将 f 的 本 性 最 大 模 记 
为 fl. 

定理 1.3.7 车 m(E) 过 oo, 则 对 任意 fEL”(E) 成 立 

lfll = lim fll,. (1.3.7) 


证 明 记 M=|flls. 由 式 (1.3.6) de 因此 


1 


”二 


IF = Le fl’az) a Mrdz)” = M (m(E))?. 


于 是 Im lfl, < < limM (m(E))# 一 M. 另 一 方面 , 对 任意 0 二 e 二 M, 令 A= 
E( 1rl> Me， “ 则 mCA) > 我 们 有 
lfll, = (| fl*az)” > (| CNM 一 erdz) = (M— e)m (A)#. 
从 而 
un AP 过 lim(M— em (Mt =M—e. 
邻 e 一 0， 得 到 lim Fh 宇 M. 这 就 证 明 T lim lfl, = 二 M. 

设 1 达 Pp, gg 三品 并 且 满 足 p 十 qn = 二 1, 则 称 q 为 p 的 共 示 指标 . 其 中 规定 ， 
当 p= 二 1 时 gq= 二 0, 当 p= 二 口 时 9 一 1. 显然 车 g 是 p 的 共 轿 指标 , 则 也 是 9g 的 
共 思 e 指 标 . 因此 满足 上 述 条 件 的 p 和 4g 称 为 一 对 共 罗 指 标 . 

上 面 我 们 已 经 在 1 过 p,q 二 吕 并 且 7! 十 gq7! = 1 时 证 明了 Halder 不 等 式 . 事 
实 上 H6lder 不 等 式 当 p= 二 1, 9 = 二 co 或 者 少 一 co， 9g = 二 1 时 仍然 成 立 . 例如 ， 当 
fEL'(E), gEL”(E) 时 , 我 们 有 

| lelaz< | lartel = Hh al. 
因此 Hi5lder 不 等 式 对 任意 一 对 共 思 指 标 都 成 立 . 


1.3.3 ”空间 PP(1 志 pp 二 %) 


设 z 二 (zx,) 是 ( 实 或 复 ) 数列 . 若 > ;|z 小 一 co(1 委 尹 一 co), 则 称 二 = (zx) 是 
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p 次 方 可 和 的 . 设 L(1 二 p 二 0) 是 pp 次 方 可 和 的 数列 的 全 体 , 1 是 有 界 数列 的 全 
体 . 按照 数列 空间 的 加 法 和 数 乘 运算 , (1 之 p 二 co) 成 为 线性 空间 . 对 任意 < = 
(zs) El, 令 


lz = (Wl) 1 0, 


一 


让 zj- 一 sup |z,] 9 p = 00, 
HP 之 1 


类 似 于 LCE) 空间 的 情形 , 利用 Young 不 等 式 可 以 证 明 下 面 关于 数列 的 两 个 重要 的 
不 等 式 : 


Halder 不 等 式 : 当 1 之 p,q 过 co， 方 十 证 一 1 时 


1 


Dy leyl< 人 > (bY 
Minkowski 不 等 式 : 当 1 达 pp 二 吕 时 
(Dh to Dh) + Dh) 
上 式 即 1z 十 ?用 委 和 1z 及 十 1y 用 . 这 表明 当 1 过 pp 二 吕 时 ,1 满足 三 角 不 等 式 . 
又 显然 小 儿 -满足 三 角 不 等 式 . 当 1 安 pp 这 吕 时 ,上 j, 满 足 非 负 性 和 绝对 齐 性 是 明显 


的 . 因此 由, 是 1* 上 的 范 数 ，1 (1 过户 委 co) 成 为 赋 范 空间 ， 
最 后 我 们 指出 , 当 0 二 pp 二 1 时 ,Minkowski 不 等 式 是 不 成 立 的 , 这 时 上 .中 ,不 是 


L*(E) 和 1* 上 的 范 数 . 例如 当 轧 二 去 时 ， 在 中 取 z = (1, 0; 0,…), y 二 (0,1， 
0，…). 则 
(Dhetyli) =2>1+1= (Plat) + (Di) 


在 $1.2 和 1.3 中 引入 的 几 个 赋 范 空间 , 都 是 泛 函 分 析 中 最 常见 的 空间 .在 
后 面 我 们 将 继续 讨论 这 些 空间 的 性 质 . 


831.4 ”点 集 、 连 续 映 射 与 可 分 性 


1.4.1 ”距离 空间 中 的 点 集 


在 距离 空间 上 , 与 在 欧 氏 空间 R" 上 一 样 , 利用 距离 可 以 定义 点 的 邻 域 . 开 集 和 
闭 集 , 以 及 距离 空间 之 间 的 连续 映射 等 .在 R*" 上 那些 仅 依赖 于 距离 的 定理 , 大 多 数 
在 一 般 的 距离 空间 上 间 样 成 立 . 

定义 1.4.1 设 (X, d) 是 距离 空间 , zx, EX,， ACX. 

(1) 设 s 盖 0. 称 集 U(xzo, s) = {zx :d(z,zo) 二 6) 为 zo 的 e- 邻 域 . 
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(2) 若 zo。€A, 并 且 存 在 ze 的 一 个 邻 域 U(xo,e) CA, 则 称 ze 为 A 的 内 点 . 

(3) 若 4 中 的 每 个 点 都 是 4 的 内 点 , 则 称 A 为 开 集 . 

(4) 由 A 的 内 点 全 体 所 成 的 集 称 为 A 的 内 部 , 记 为 A%. 

定义 1.4.2 ” 设 (X, d) 是 距离 空间 , A CX. 

(1) 设 xoEX. 若 对 任意 s 盖 0，U(Czoy s) 中 包含 有 A 中 的 无 限 多 个 点 , 则 称 zo 
为 A 的 聚 点 . 

(2) 由 4 的 聚 点 的 全 体 所 成 的 集 称 为 A 的 导 集 , 记 为 A“. 

(3) 若 4 CA, 则 称 A 为 闭 集 . 

(4) 称 AUA' 为 A 的 闭 包 , 记 为 A. 

设 xo EX,r 放 0. 以 后 总 是 记 

etzoy 7) = {rT td(z,T0) Cr}. 

容易 知道 U《zxo，, 7r) 和 SCzo, r) 分 别 是 X 中 的 开 集 和 闭 集 . 因此 分 别称 UCzo，r) 和 
Sl(zo，7) 是 以 zo 为 中 心 ， 以 > 为 半径 的 开 球 和 闭 球 . | 

下 面 的 一 些 定理 , 其 证 明 与 R" 中 的 情形 完全 类 似 , 因此 我 们 略 去 它们 的 证 明 . 

定理 1.4.1 《〈 开 集 的 基本 性 质 ) 开 集 具 有 如 下 的 性 质 : 

(1) 空 集 名 和 全 空间 X 是 开 集 . 

(2) 任意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 . 

(3) 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

定理 1.4.2 设 X 是 距离 空间 , A CC X. 则 以 下 三 项 是 等 价 的 : 

(1) zEA' 

(2) 对 任意 6 0, U(xz,e) 一 {x} 中 包含 A 中 的 点 . 

(3) 存在 A 中 的 序列 {x,), 使 得 zx, 了 关 zx(z 三 1) 并且 z -> 工 . 

定理 1.4.3 ” 设 X 是 距离 空间 ,A CC X. 则 以 下 三 项 是 等 价 的 ; 

(1) xzEA. | 

(2) 对 任意 二 > 0, U(xz,e) 中 包含 A 中 的 点 . 

(3) 存在 A 中 的 序列 {zx, ) 使 得 zx, 一 工 . 

定理 1.4.4 设 X 是 距离 空间 , A C XX. 则 以 下 三 项 是 等 价 的 : 

(1) A 是 闭 集 . 

(2) A° 是 开 集 ， 

(3) 对 4 中 的 任意 序列 {zx,}, 车 x, 一 xz， 则 zrEA. 

定理 1.4.5 ” 闭 集 具有 如 下 性 质 : 

(1) 空 集 2 和 全 空间 X 是 闭 集 . 

(2) 任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

(3) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

例 1 设 EC[a,6b]. 令 

A= {xE€ECfa,b] :z(t) 0, ViEE}, 


B= {rE€Cla,b] :|z(D)|< e, YiEE)}. 
其 中 c 二 0. 则 : 

(1) A 是 CLa,5] 中 的 闭 集 . 

(2) 当 玉 是 闭 集 时 , B 是 CLa,5] 中 的 开 集 . 

证 明 (1) 根据 定理 1.4.4， 只 需 证 明 A 中 的 收敛 序列 的 极限 仍 是 A 中 的 元 . 设 
{z CA 并 且 z, 一 xz. 根据 $1.1 中 和 例 6, xz,(z) 在 [a,5] 上 一 致 收 僵 于 z(t). 由 于 
当 zEE 时 , zx,(t) 宇 0(n 宇 1), 因此 当 1EE 时 , zx(2) = limz,(t) 0. 这 表明 zxEA. 
这 就 证 明了 A 是 闭 集 . 

(2) 我 们 证 明 B 中 的 点 都 是 其 内 点 . 设 zxEB. 由 于 是 闭 集 , zx 二 zx(z) 是 连续 函 
数 , 令 人 M= max| z(2)| ; 则 JM 二 c. 令 s=c< 一 M, 则 当 ?EUCz'e) 时 ,对 任意 :GE 巨 ， 


l>(Coals ly( 一 zl 十 zl 过 一 zl+M 一 es+M= <. 


因此 y€E B. 这 表明 UCzs) 亿 下, 即 工 是 召 的 内 点 . 因此 B 是 开 集 .和 讲 

定义 1.4.3 设 X 是 距离 空间 , A CC X. 

(1) 设 ECX. 车 人 局 瑟 , 则 称 A 在 E 中 稠密 . 特别 地 , 车 A 二 X, 则 称 A 在 
X 中 稠密 (或 称 A 是 X 的 稠密 子 集 ). 

(2) 若 (4)" = 名 , 则 称 A 是 疏 朗 集 ( 或 无 处 稠密 集 )， 

下 面 的 定理 1.4.6 的 证 明 与 在 R* 上 的 情形 完全 类 似 , 故 略 . 

定理 1.4.6 设 X 是 距离 空间 , A, ECX. 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) A 在 EE 中 稠密 . 

(2) 对 任意 xzEE 和 e 汪 > 0, U(x,e) 中 包含 A 中 的 元 . 

(3) 对 于 任何 zxEE, 存在 {zx,) CCA, 使 得 x, 一 工 . 

定理 1.4.7 设 X 是 距离 空间 , A C X. 则 以 下 三 项 是 等 价 的 : 

(1) A 是 玖 朗 集 . 

(2) 对 任 一 开 球 U, 存在 开 球 U CU, 使 得 DinA = 2. 

(3) 对 任 一 闭 球 5S, 存在 闭 球 SC S, 使 得 SnA = 2. 

证 明 《1) 仿 (2). 设 (A)° = 名. 则 对 于 任何 开 球 U,U (A)° 关 J( 否 则 UCA， 


从 而 UC (A)*, 这 与 (2)° 二 2 蔬 盾 ). 由 于 UN (3)c 是 开 集 , 因此 存在 开 球 


Ul CUN (A)5. 此 时 Un 站 sa = 名 ,于 是 更 加 有 UNA = 2. 

反 过 来 ,对 任意 xzEX 和 se > 0, 由 假设 条 件 , 存在 开 球 U(y,r) CUCz,e), 使 
得 UCy,eInA = 多 .根据 定理 1.4.3, 这 说 明 y&A， 从 而 互 不 包含 UCzr,e), 因此 
不 是 入 的 内 点 . 这 说 明 (A)?" = 2. 


2) 局 (3)， 由 于 任 一 开 球 包含 一 个 闭 球 , 反之 亦 然 , 因此 (2) 与 (3) 等 价 ， 量 
1.4.2 ”连续 映射 
先 回顾 一 下 关于 映射 的 有 关 定 义 与 记号 . 
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设 X,Y 是 两 个 非 空 集 . 若 工 是 某 一 法 则 ，, 使 得 对 每 个 zxEX 有 唯一 的 yEY 与 
之 对 应 (将 y 记 为 了 (z) 或 Tzr), 则 称 工 为 从 X 到 Y 的 映射 , 记 为 工 :X 一 Y. 称 X 
为 工 的 定义 域 . 

设 T:X 一 Y 了 是 X 到 Y 的 映射 如 果 当 关 过 时 Tri 天 Tri， 则 称 工 是 一 对 
一 的 (或 单 射 )， 如 果 对 任意 yEY, 存在 TEX 使 得 Tz = y, 则 称 了 为 映 上 的 (或 满 
射 ). 

设 工 :X 一 Y 是 一 对 一 映 上 的 映射 . 定义 映射 S:Y-= X，yrrz, 其 中 zxEX 并 
且 满 足 Tz 一 y 称 S 为 工 的 逆 映 射 ， 记 为 了 7. 

设 T:X 一 Y 是 X 到 Y 的 映射 , ACX,BCY. 记 

T(A)= {Tr zr€EA}, T"'(B)= {rEX TrE€B). 


称 T(A) 为 A 在 映射 下 的 像 ， 特别 地 , 称 TCX) 为 工 的 值 域 . 称 T 了 -1(B) 为 B 在 
映射 工 下 的 原 像 . 
在 数学 分 析 中 ,元 连续 函数 f(z ,zs，…,x,) 是 R" 到 Ri 的 连续 映射 同样 ,也 
可 以 定义 两 个 距离 空间 之 间 的 连续 映射 . 
定义 1.4.4 设 X,Y 是 距离 空间 , T:X 一 Y 是 X 到 Y 的 映射 , x EX, 车 对 任 
意 s 二 0, 存在 6 0 使 得 当 d(x,zo) 二 6 时 
d(Txs Tx0) < é, 


则 称 工 在 zo 处 连续 . 车 荆 在 X 上 的 每 一 点 处 连续 , 则 称 工 在 X 上 连续 . 

用 令 域 可 以 给 连续 映射 一 个 等 价 描述 : 车 对 于 Tz。 的 任 一 邻 域 V, 存在 z 的 邻 
域 U, 使 得 T(U) CC V,， 则 称 工 在 ze 处 连续 . 

特别 地 ，X 到 标量 域 空间 K 的 连续 映射 称 为 X 上 的 连续 函数 . 

定理 1.4.8 ” 设 X, 工 是 距离 空间 , 了:X->Y 是 久 到 YY 的 映射 , meEX 则 工 在 
zo 处 连续 的 充 要 条 件 是 对 于 X 中 的 任意 序列 (x,}, 当 zz, 一 zx 时 ，Tr, -> Tr,. 

证 明 ”必要 性 . 设 丁 在 zx 处 连续 , 则 对 任意 e 二 0, 存在 9 二 0 使 得 当 dzm) 二 6 
时 , d(Tzr,Tzxo) < 一 s. 车 Zz, 一 zo， 则 存在 NN 守 0 使 得 当 nn 守 NN 时 , d(x ,zo) 二 6 
因此 当 n 汪 NN 时 ,d(Tz,,Tzo) 一 se 这 表明 Tx, 一 Tz. 

充分 性 . 设 当 z -> zo 时, Tx, 一 Tro. 车 了 不 在 xz。 处 连续 , 则 存在 eo 汪 > 0, 使 


得 对 任意 7 之 1， 存在 Xx, EX, 使 得 droyzo) = 二 ， 但 CC 了 7 之 色 ， 这 祥 一 


方面 一 Zo. 另 一 方面 Tz, 一 > Txo. 这 与 假设 条 件 矛 盾 . 因此 工 必 在 x, 处 连续 . 国 
定理 1.4.9 ” 设 X, Y 是 距离 空间 , :XY 是 X 到 Y 的 映射 则 以 下 三 项 是 
等 价 的 : 
(1) 工 在 X 上 上 连续. 
(2) 对 于 并 中 的 任 一 开 集 G，T-:(G) 是 X 中 的 开 集 . 
(3) 对 于 Y 中 的 任 一 闭 集 下 ，T-CF) 是 X 中 的 闭 集 . 
证 明 (1) 过 (2). 设 G 为 Y 中 的 开 集 不 妨 设 T-:(G) 关 BJ， 对 任意 xo EE 


0 


TT1(G), 由 于 TroEG, 并 且 G 是 开 集 ， 因此 存在 Tzo 的 一 个 邻 域 VCG. 由 于 了 在 
zo 处 连续 , 因此 存在 zo 的 邻 域 U, 使 得 T(U) CVCG. 于 是 UCT-:G). 因此 mm 
是 T7(G) 的 内 点 . 这 表明 T:(G) 为 开 集 . 

(2) 过 (1). 设 roEX,V 是 Tzr。 的 一 个 邻 域 , 由 于 V 是 Y 中 的 开 集 ,由 假设 条 
件 ，T-(V)7 是 开 集 . 而 zET”(V)，, 故 存在 zo 的 一 个 邻 域 U 使 得 UC TV). 于 
是 T(U) CV 这 表明 工 在 ze 处 连续 . 由 于 z 是 在 X 中 任意 选取 的 , 因此 工 在 X 
上 连续 . 

(2) 司 (3). 注意 对 任意 A CY, 成 立 T-1(CAc) = (T-!'(A))5. 利用 开 集 与 闭 集 
的 对 偶 性 即 知 . 国 


1.4.3 ”空间 的 可 分 性 


在 R' 中 有 一 个 既是 可 列 ， 又 是 稠密 的 子 集 ， 就 是 有 理 数 集 Q. 这 个 事实 有 了 时候 
是 很 有 用 的 . 对 于 一 般 的 距离 空间 , 不 见得 总 是 存在 一 个 可 列 的 稠密 子 集 . 为 了 区 
别 这 两 类 不 同 的 距离 空间 , 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 1.4.5 设 了 是 距离 空间 . 车 在 X 中 存在 一 个 可 列 的 稠密 子 集 ,， 则 称 X 是 
可 分 的 . 

例如 , 空间 R" 是 可 分 的 . 这 是 因为 R" 中 的 有 理 点 所 成 的 集 Q" 是 R" 的 可 列 的 笛 
密 子 集 . 

下 面 考察 几 个 重要 空间 的 可 分 性 . 

例 2 空间 LW(i 之 p< 吕 ) 是 可 分 的 . 为 叙述 简便 计 , 下面 只 对 实 空间 的 情形 
证 明 这 个 结论 . 复 空间 情形 的 证 明 是 类 似 的 . 令 

A= (nm 0 :7 EQ, n= 1,2,.). 


则 A 是 1? 中 的 可 列 集 . 我 们 证 明 A 在 1? 中 稠密 . 根据 定理 1.4.6， 只 需 证 明 对 任意 
TEL 和 se 放 0, U(xz,e) 中 包含 A 中 的 元 . 设 x 二 (x,)EL?,e > 0， 则 存在 n。 使 得 
六 | 下 一 5. 


i=ng+1 


a P 

取 有 理 数 ns? ?Tn 使 得 >， |z 一 放 ' 一 子 . 令 y 本 二 (nn 9 72 ?Tm 0"), 则 yEA, 
i 

并 且 


， el < > 由 = 是 
故 上 一 ? 几 < 到 s, 这 表明 U(x,s) 包含 4 中 的 元 . 因此 4 在 12 中 稠密 . 这 就 证 明了 
是 可 分 的 . 

例 3 空间 CLa,6] 是 可 分 的 . 设 Pfa,6] 是 有 理 系 数 多 项 式 的 全 体 .， 则 Po[a, 妇 ] 
是 可 列 集 . 我 们 证 明 Po[a, 纪 在 C[o, 妇 中 稠密 . 设 PLa,5] 是 多 项 式 的 全 体 , 根据 
Weierstrass 定理 , 区 间 [a,b] 上 的 每 个 连续 函数 可 以 用 多 项 式 一 致 逼近 . 即 对 任意 


lz—y = 之 2 一 可 二 
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xzECrfa,bj] 和 > 0, 存在 pE€EPLa,b], 使 得 
max|z(t) 一 加 一 <， 
qreb 2 
又 容易 知道 存在 po E Po[a,5]，; 使 得 
E 
max |p(D) — po (| < 广 . 


于 是 

lz—po ll = max |z(2) — ppl) max |z(t) 一 pO|+ max 1) — po es. 
因此 U(x,e) 包含 PoLa,o 中 的 元 . 这 表明 Pof[a,bj] 在 CLa,6] 中 稠密 ,从 而 CLa,5] 
是 可 分 的 . 


定理 1.4.10 ”空间 L [a,b](1 秋 久 二 co) 是 可 分 的 . 

证 明 显然 Pofa,8] CC L*[a,8j. 我 们 证 明 Po[a, 妇 在 性 [oo 中 稠密 ， 设 
zxEL’[a,5]， 则 存在 简单 函数 列 {zb)} 处 处 收 伍 于 x(t)， 并 生 |z,(2)| 去 
(2D| (xn 宇 1). 既然 zx,(2) 一 z(t) 一 0 处 处 成 立 , 并 上 且 |z,C62) 一 zs 27 |xz(2)|? 
(nn 之 1), 而 2*|zC)|* 可 积 , 由 控制 收敛 定理 我 们 有 


b 
jim lw 二 尼 = lim | x, GD — x dt = 0. 


这 说 明 简 单 函 数 在 L'[a,5] 中 稠密 ， 于 是 对 任意 > 0, 存在 简单 函数 g(z) 使 得 


lz—gl, < 可. (1.4.1) 
令 M= max ls) . 根据 Lusin 定理 , 存在 R: 上 的 连续 函数 h(t)，, 使 得 
Ee? 
. mE(g #h) < 50amDr’ 

并 且 sup (Ci 委 M. 于 是 

?ER 

2 
lg 一 产儿 = (| 二 lgCt) —hC|* de)” (1.4.2) 
s 


=f4 
a 


; 1 ’ 
< (QM mE (g #4))? < (2M)? scons ) 


根据 上 述 例 3, 存在 如 E Po[a,8]，, 使 得 max |h(7) 一 各 (可 一 一 一 一. 于 是 
srl 3(b— a)s 


, 3 
| 天 一 po = (| jp — plode)”" 一 二， (1.4.3) 
利用 Minkowski 不 等 式 , 并 且 利 用 式 (1.4.1)~ 式 (1.4.3) 得 到 
lz—pols lz—gl;+lg—mhll,tlh om po ll, <e. 


这 表明 U(x,e) 包含 Po[a,b] 中 的 元 . 因此 Po[a,b] 在 L*[a,6b] 中 稠密 ， 从 而 El 
bj 是 可 分 的 . 履 
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空间 c 和 和 co 是 可 分 的 ， 其 证 明 留 作 习题 . 

例 4 空间 己 不 是 可 分 的 ， 

证 明 令 K={z=(ryz sz 一 0 或 者 1})， 则 天 是 中 的 不 可 列 集 , 并 
且 对 K 中 的 任意 两 个 不 同 的 元 x 和 y, 必 有 d(x,y) 一 1. 若 三 是 可 分 的 , 则 存在 可 


列 集 A 一 {ma， zs，…} 在 !” 中 稠密. 对 任意 zEK, 开 球 U(z, 计 ) 中 至 少 包含 A 中 
的 一 个 元 . 由 于 开 球 U (zx, 序 )(zEK) 有 不 可 列 个 ， 而 A 是 可 列 集 , 因此 至 少 存在 菜 
个 = 同时 属于 两 个 不 同 的 球 . 设 = EU (zx, 寺 )NU(», 序 ), 则 有 

dz,) dlzyz) 十 dlz4sy) 二 于 十 计 一 卫 . 


这 与 d(x,y) = 一 1 矛盾 . 所 以 ”不 是 可 分 的 . 国 

若 距 离 空 间 X 是 可 分 的 , 则 X 中 的 每 个 元 都 可 以 用 某 个 可 列 集中 的 元 通 近 . 
此 在 某 些 问题 中 , 若 空间 X 是 可 分 的 , 可 以 选择 一 个 适当 的 可 列 稠密 子 集 . 先 在 这 
个 集 上 讨论 , 然后 通过 一 个 极限 过 程 , 得 到 全 空间 X 上 相应 的 结论 , 这 种 方法 有 时 
是 很 有 用 的 . 


1.5.1 空间 的 完备 性 


在 数学 分 析 中 有 一 个 重要 定理 , 就 是 R" 中 的 每 个 Cauchy 序列 都 存在 极限 . 数 
学 分 析 中 关于 极限 理论 的 许多 基本 定理 都 依赖 于 R" 的 这 个 基本 事实 , 但 并 非 每 个 


距离 空间 都 具有 这 个 性 质 . 例如 , 令 m = (1 十 元 ) (n= 二 1,2,…), 则 (7,} 是 有 理 数 


集 Q 中 的 Cauchy 数列 . 但 {m )} 在 Q 中 不 收敛 . 本 节 讨论 的 完备 的 距离 空间 , 就 是 在 
这 方面 与 R" 具有 同样 性 质 的 空间 . 

设 {z, } 是 距离 空间 X 中 的 序列 . 若 对 任意 给 定 的 es 盖 0, 存在 六 二 0, 使 得 当 m， 
nn 六 NN 时 , d(xzn， zi) 一 s， 则 称 {zv} 是 Cauchy 序列 . 

与 在 R' 中 的 Cauchy 数列 一 样 ， 容易 证 明 以 下 事实 : 

(1) 收敛 序列 是 Cauchy 序列 . 

(2) Cauchy 序列 是 有 界 的 . 

(3) 若 {z, } 是 Cauchy 序列 ,并且 存 在 一 个 子 列 {zw } 收敛 于 z, 则 {z, 收敛 于 并 

定义 1.5.1 设 X 是 距离 空间 . 若 X 中 的 每 个 Cauchy 序列 都 是 收敛 的 , 则 称 X 
是 完备 的 . 完备 的 赋 范 空间 称 为 Banach 空间 . 

本 节 一 开始 提 到 的 事实 现在 可 以 叙述 为 , 欧 氏 空间 R" 是 完备 的 . 复 欧 氏 空间 
C" 也 是 完备 的 有 理 数 集 Q 不 是 完备 的 . 下 面 再 看 一 个 不 完备 空间 的 例子 . 
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例 1 多 项 式 空间 P[a,O 不 是 完备 的 . 

设 P[c,2] 是 区 间 [a,5] 上 多 项 式 的 全 体 ， PLa,5] 是 Cia,6bj 的 线性 子 空间 , 将 
CLa,6b] 上 的 范 数 限制 在 PLa,5] 上 ，PLa,6b] 成 为 赋 范 空间 . 若 取 
责 
则 p, EPLa,bln 一 1，2…). 记 c = max{|aj, 15|}, 则 
3 
因此 在 CL[a,bj 中 pp, 一 e. 因而 (p,) 是 Cauchy 序列 . 但 e 攻 PLa,6], 这 表明 {p,}) 在 
PLa,6bj] 中 不 收敛 . 若 不 然 , 则 {p,}) 在 CLa,5] 中 将 收敛 到 两 个 不 同 的 极限 , 这 是 不 
可 能 的 . 因此 P[a,2o] 不 是 完备 的 . 国 

下 面 考察 几 个 重要 空间 的 完备 性 . 

定理 1.5.1 空间 1?(1 之 pp 二 2) 是 完备 的 . 

证 明 设 z" = (xi”, x 四,…) 是 1? 中 的 Cauchy 序 列 , 则 对 任意 ce 二 0, 存在 N 
二 0， 使 得 当 m， n> NN 时 ， 


> |z™ 一 zx"*|?= | TD TD [Ie < 一 ez. (1.5.1) 
i=} 


Prbt) 二 1 十 车 十 新 十 “十 二 ;n= 1 2 


本 
ee 

| p,—~e'll= max < ———0 (n— 00). 

Ws at < 


于 是 对 每 个 固定 的 i, 当 m, 7 二 N 时 ， 
jz 和 —zm"|<lzx" zx" ,<e. 
这 表明 对 每 个 固定 的 i，{zt”},s1 是 Cauchy 数列 .因此 {zx8? } 收 和 敛 . 设 当 ~ ce 时 
Cn) 


Zi 一 Ti (i = 1,2,.). 
令 工 一 (Xx1 sT2 ，), 下 面 证 明 XEL? 并 且 z 馈 一 工 由 式 (1.5.1) 知道 ， 对 任意 & 三 1， 
当 m,n > N 时 ， 
Sat — zi | < er. 


i=1 


|z; 一 zf 过 et. (1.5.2) 
i=1 


这 表明 xz 一 x El*, 由 于 坟 是 线性 空间 , 故 z = 二 一 x” 十 ze Etz。 而 且 式 (1.5.2) 
还 表明 , 当 n 二 NN 时 
lz—z" ,<e. 

因此 zx” 一 z(n 一 2). 这 就 证 明了 (1 之 p 二 2) 是 完备 的 .一 

定理 1.5.2 ”空间 C[a,6] 是 完备 的 . 

证 明 设 {z,} 是 CLa,6b] 中 的 Cauchy 序列 , 则 对 任意 gs> 0, 存在 NN 二 0, 使 得 
当 m, nn 之 NN 时 , ||z, 一 Zz, 中 过 e. 于 是 对 任意 1€ [4a,6], 当 m, 2 之 N 时， 

Jz (2) — zx, (| max [zDD —z DD = zr, —z ls. (1.5.3) 
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这 表明 对 每 个 固定 的 上 E [a,6j，{zxw(?)} > 是 Cauchy 数列 . 令 

X(t) = limz, C2), 1€ [a,b]. 
在 式 (1.5.3) 中 固定 n 记 > N, 令 mm 一 co， 得 到 

Ix) — zx, DISe, t€E La,b). (1.5.4) 


这 表明 {zx,(t)} 在 [a,6] 上 一 致 收敛 于 x(?). 因此 x 二 z(t)E Cfa,bj. 而 且 式 (1.5.4) 还 


llz— z= maxlz(t) 一 zt Se. 
oteb 


因此 在 CLa,61 中 工 , 一 并. 这 就 证 明了 C[La,6b] 是 完备 的 ， 者 

空间 广 , c 和 co 也 是 完备 的 , 其 证 明 留 作 习 题 . 

定理 1.5.3 ”空间 L*(E)(1 达 pp 二 吕 ) 是 完备 的 . 

证 明 设 {f,) 是 L*(E) 中 的 Cauchy 序列 . 为 证 {f,} 在 L*(E) 中 收敛 ,只 需 证 
明 存在 {f,} 的 一 个 子 列 收 化， 由 于 {f} 是 Cauchy 序列 , 存在 {f,} 的 一 个 子 列 
(f。}， 使 得 Hf 一 上 二 27(k 宇 1). 令 


g(z) = |f,, (z)|+ > [fo (2) — f(z), rEE. 
由 单调 收敛 定理 和 Minkowski 不 等 式 ， 我 们 有 
| eedz 一 im| (1 (zj 十 fi (7) — fo Cz) )’ dz 
< lim (fs + 3 fs — fad) < fsb + 1)? < oo. 
故 gEL?*(E). 于 是 
g(7) = | 六 (z)|+ > [fi (z) — f(x)| 一 co ae. 


这 表明 对 几乎 所 有 zEE, 级 数 f(z) 十 3 《f(z) 一 f(z)) 绝对 收 化 . 令 


f(x) = f(z) 十 > (z) 一 万 (z)) (a.e. + EE). 
由 于 f,, 是 上 述 级 数 的 部 分 和 ，, 故 fn, (I) -> f(x) ae (k—> 00). 由 于 | 站 委 gae.， 
并 且 gEL*(E), 故 fEL*(E). 对 每 个 4 三 1， 有 
|f— fl < (FI+ AD 过 228* ae. 
并 且 |f 一 骨 一 0 a.e. 利用 控制 收敛 定理 得 到 
limlfs, — fl = lim | lf, —fl dz =0. 


因此 /> f, 从 而 f, -> f. 故 空间 L*(E) 是 完备 的 ， 加 
空间 L~(E) 也 是 完备 的 , 其 证 明 留 作 习 题 . 
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L? 空间 的 完备 性 是 L* 空间 非常 重要 的 性 质 , 是 在 L” 空间 上 建立 分 析 学 的 基 
础 . 这 与 实数 集 的 完备 性 在 数学 分 析 中 的 重要 性 是 一 样 的 . 这 里 需要 指出 ， 如 果 我 
们 用 Riemann 积分 代替 Lebesgue 积分 定义 可 积 函 数 空间 , 则 这 种 空间 不 是 完备 的 . 
正 是 由 于 Lebesgue 可 积 函 数 空间 的 完备 性 , 使 得 Lebesgue 积分 理论 成 为 现代 分 析 
的 基石 . 


1.5.2 ”完备 空间 的 性 质 


完备 的 距离 空间 具有 一 些 重要 性 质 . 下面 的 定理 1.5.4 类 似 于 直线 上 的 区 间 套 
定理 . 

定理 1.5.4 〈 闭 球 套 定理 ) 设 X 是 完备 的 距离 空间 ， 

SS. 一 {ZidCzzo) SE) (n= 1, 2,°°) 

是 X 中 的 一 列 闭 球 , 满足 Sw C S,(n 之 1), 并 且 S, 的 半径 r, -> 0. 则 必 存 在 唯一 
的 点 zE€ 站 S,. 

证 明 ”由 于 x 一 0, 因此 对 任意 之 0, 存在 N>0, 使 得 当 m > N 时 , r, 之 e. 当 
mn 这 >N 时 , 由 于 zn€5S。CS,, 故 

d(xzn; Tr) Cr, < 

因此 {z,} 是 X 中 的 Cauchy 序 列 . 由 于 XX 是 完备 的 , 存在 zxEX 使 得 zx, -> zx. 对 任意 固 
定 的 n, 由 于 涩 之 n 时 , x €5,, 并 且 S, 是 闭 集 , 故 xES,. 这 表明 re 门 S,. 若 还 


存在 另 一 点 z'€ 站 S,, 则 对 任意 w， 由 于 zyz'E S,, 故 d(z,z') < 2r, 一 0. 因此 
d(Czz') 二 0, 从 而 z= 二 x’. 硬 

定义 1.5.2” 设 X 是 距离 空间 , A C X. 若 4 可 以 表示 为 至 多 可 列 个 流 朗 集 的 
并 , 则 称 A 是 第 一 纲 集 , 若 A 不 是 第 一 岗 集 , 则 称 A 是 第 二 纲 集 . 

例如 ,由 于 R" 中 的 每 个 单 点 集 是 朴 朗 集 ， 故 R* 中 的 每 个 有 限 集 或 可 列 集 都 是 
第 一 纲 集 . 特别 地 ， 有 理 数 集 Q 是 R' 中 的 第 一 纲 集 . 

下 面 的 Baire 网 定理 是 完备 的 距离 空间 的 一 个 重要 性 质 . 

定理 1.5.5 《Baire) 完备 的 距离 空间 是 第 二 纲 集 . 

证 明 用 反 证 法 . 车 X 是 第 一 岗 集 , 则 X 可 以 表示 为 至 多 可 列 个 疏 朗 集 的 并 ， 
不 妨 设 


X=UA., an 


其 中 {A。} 是 一 列 朴 朗 集 . 设 S 是 任 一 闭 球 . 由 于 A, 是 朴 朗 集 , 根据 定理 1.4.7, 存在 
闭 球 SiCS, 使 得 Si 的 半径 nl, 并 且 Si 站 4A， = 多 . 由 于 A， 是 玖 朗 集 ， 存在 S; 


CSi, 使 得 5; 的 半径 rs 二 去, 并且 SAs = . 这 样 一 直 进行 下 去 ,得 到 一 列 闭 
球 S,， 使 得 


人 
S, 门 A， Ws 他， S, CS ln 一 i, 2，…)， 
并 且 S, 的 半径 r, < 小. 由 于 完备 , 由 闭 球 套 定理 , 存在 xEX 使 得 zE 门 S,. 由 


于 SnA, = 名, 故 z&4,(z 三 1). 这 与 式 (1.5.5) 矛盾 国 
设 {z,} 是 赋 范 空间 X 中 的 序列 . 称 形式 和 


了 二 十 Xs 十 (1.5.6) 


n=} 


为 X 中 的 级 数 .对 任意 正 整数 w 称 一 了 )z, 为 级 数 (1.5.6) 的 部 分 和 , 若 存在 zEX 
使 得 5, 一 z, 则 称 级 数 (1.5.6) 收敛 ， 并且 称 x 是 级 数 (1.5.6) 的 和 , 记 为 z 一 2) zi. 


车 a 二 2, 则 称 级 数 (1.5.6) 绝对 收敛 . 


在 数学 分 析 中 熟知 绝对 收敛 的 ( 数 项 ) 级 数 是 收敛 的 . 这 本 质 上 是 依赖 于 R: 的 
完备 性 . 在 完备 的 赋 范 空间 中 成 立 同样 的 结论 . 
定理 1.5.6 ” 设 XX 是 Banach 空间 . 则 X 中 的 每 个 绝对 收敛 的 级 数 是 收敛 的 , 


证 明 ” 设 级 数 (1.5.6) 满足 》) lz, 二 oo. 令 = 2》) zn 宇 1). 则 对 任意 m 守 mw， 
n=1 i=1 


is,. — ss, | = 


人 7 | < >， zi => 0 Cm, n> oo). 
i=nt-l 


因此 {5,}) 是 Cauchy 序列 . 由 于 X 完备 , 故 {5,}) 收 僵 ， 即 级 数 (1.5.6) 收敛 ， 力 
定理 1.5.6 的 逆 也 是 成 立 的 : 若 赋 范 空间 X 中 的 每 个 绝对 收敛 的 级 数 是 收敛 的 ， 
则 X 是 完备 的 . 这 个 结论 的 证 明 留 作 习 题 . 


1.5.3 ”压缩 映射 原理 及 其 应 用 


设 X 为 距离 空间 , 工 :X 一 X 是 一 映射 . 若 存在 zxEX 使 得 Tz = x, 则 称 z 是 
工 的 一 个 不 动 点 . 在 理论 上 和 应 用 中 经 常会 遇 到 各 种 各 样 的 方程 ,如 代数 方程 ， 微 
分 方程 和 积分 方程 等 . 对 于 一 个 方程 ,一 个 基本 的 问题 是 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 这 
个 问题 常常 可 以 变 为 某 一 算 子 的 不 动 点 的 存在 性 和 唯一 性 的 问题 . 因此 ,我们 需要 
研究 在 什么 条 件 下 ,一 个 算 子 存在 唯一 的 不 动 点 . 有 关 这 方面 的 定理 称 为 不 动 点 定 
理 . 在 完备 空间 成 立 一 个 很 基本 的 不 动 点 定理 ， 就 是 压缩 映射 原理 . 先 给 出 压缩 映 
射 的 定义 . 
定义 1.5.3 设 X 为 距离 空间 , 工 :X 一 X 是 一 映射 . 若 存 在 0 三 4 二 1, 使 得 
d(Tz,Ty) 人 Ad(zr,y) (zyyEX)， 
则 称 工 是 压缩 的 . 
压缩 映射 是 连续 的 , 事实 上 , 若 zx, 一 工 , 则 
0O<d(lTr,, Tr) Ad(r,,7T)— 0. 
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因此 Tz, -~ Tx. 这 表明 工 在 X 上 是 连续 的 . 
定理 1.5.7 (压缩 映射 原理 ) 完备 距离 空间 上 的 压缩 映射 存在 唯一 的 不 动 点 . 
证 明 设 X 是 完备 的 距离 空间 , 工 是 X 上 的 压缩 映射 . 任 取 x。E X. 令 
Xi 一 Tzxo， Xz 一 Tri 9 oTn 一 Ti 
则 {xz} 是 X 中 的 Cauchy 序列 . 事实 上 , 对 任意 正 整数 ” 由 工 的 压缩 性 ， 有 
d(xnis Eb 一 d(Tzrx,s IT) < 4d(Czoyz li) 
三 Md(zi 9 i | < si 所 A"d (zi +-T0). 
于 是 对 于 任何 正 整数 入 
d(xrtps Tn) SC dz Tntpi) T+ d(Tatpls Tetp2) 二 dr Za) 
ES (A™tp—! 十 An+e2 二 ee 十 A")d(zi »Xo) 
一 A" (AP 一 1 十 和 2 十 … 十 l)d(lxi po 


n 


< Td Tro, zo). (1.5.7) 


由 于 0 夺 4 二 1, 由 上 式 知道 {z,} 是 Cauchy 序 列 . 由 于 XX 是 完备 的 , 故 {zu。)} 收 敛 . 设 
lim zu 一 工 由 工 的 连续 性 得 到 


T= lim zx, = limTz，， = 


因此 xz 是 工 的 不 动 点. 不 动 点 的 存在 性 得 证 . 若 另 有 >yEX, 使 得 Ty = > 则 
dzyy) = d(Tr,Ty) < Ad(zr,y). 
因此 必 有 d(x,y) = 0， 从 而 xz = y. 这 说 明 醋 的 不 动 点 是 唯一 的 . 面 
注 1 定理 1.5.7 不 仅 断 言 压缩 映射 存在 唯一 的 不 动 点 , 而 且 其 证 明 方 法 也 提供 
了 求 不 动 点 的 一 个 方法 一 一 迭代 法 . 即 任 取 zoEX, 令 z 一 Tri(n 宇 1). 则 
{Zz } 收敛 于 工 的 不 动 点 . 在 不 等 式 (1.5.7) 中 令 p 一 ce 得 到 


dziz) S Td Tro, zo). 


这 给 出 了 zo 经 过 工 的 :次 迭代 后 得 到 的 z, 与 x 的 距离 的 估计 . 
在 定理 1.5.7 中 , 空间 的 完备 性 这 个 条 件 是 不 能 少 的 . 例如 在 (0,1] 上 定义 映射 


Tz 二 子 , 则 了 是 压缩 的 , 但 工 在 (0,1] 中 没有 不 动 点 . 这 是 由 于 空间 (0,1] 不 是 完 


备 的 . 此 外 , 车 将 的 压缩 性 减弱 为 4(Tr ,Ty) 二 d(xz,y) (x 关 y)， 则 不 能 保证 工 
存在 不 动 点 (参见 习题 1 第 30 题 ). 
例 2 考虑 具有 初始 条 件 的 微分 方程 


衬 一 ts)， rx(lto) 一 Xo0. (1.5.8) 


其 中 f(t,x) 是 R 上 的 连续 函数 并 且 满 足 关 于 工 的 Lipschitz 条 件 ， 即 
[fl zx) — flt,z;)| 去 Ll|z, 一 如 | te [tw — 6,to 十 但 ， TX1 9 工 2 所 (一 ce， co). 
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则 当红 一 1 时 ,方程 (1.5.8) 存在 唯一 的 解 工 一 x(1), t€ [hn 一 05 十 9. 
证 明 记 w 一 如 一 9,8 一 加 十 8 考虑 映射 T:C[a,b] 一 CLa,b]， 


CTz)y(Ci) = zo +| flssz(3))ds, ie [asb], rE CLa,d]. 


则 z = zx(z) 是 方程 (1.5.8) 的 解 当 且 仅 当 z 是 工 的 不 动 点 ， 
对 任意 z ,zz ECLla,6b], 利用 Lipschitz 条 件 , 我 们 有 


| [fs CD) — fs, xs Cs)) Jds 


| Tx Tz: 1 = te 
< | 2 Oe a EE ER 


1€fa,b) 


过 max 上 Llzi(s) — zs(s)| ds 


rELa,b} 
UL max |z1(s) — zls)) 
sE[ast] 
二 中 lxi 一 工 2 | 
因此 当红 一 1 时 了 工 是 压缩 的 . 由 于 C[a ,如 是 完备 的 , 根据 压缩 映射 原理 , 工 存在 
唯一 不 动 点 .从 而 方程 (1.5.8) 存在 唯一 的 解 ， 服 
例 3 〈 隐 函数 存在 定理 ) 设 函 数 f(x,y) 在 La,6] X (一 co ,oo) 上 连续 , 存在 偏 
导数 户 Czyy)， 并 且 存 在 常数 m= M, 使 得 
Omf ry) SM, (ry Efab) x (—%, %). 
则 存在 唯一 的 函数 y = y(x) ECLa,65] 满足 
(zy(z)) = 0, rE[a,b]. (1.5.9) 
证 明 ” 作 映射 :C[a,6b] 一 C[La,5]， 
(Ty)(z) = y(z) 一 站 (zy(z))，yEC[aO 


对 任意 13y2 ECLa,b], 根据 微分 中 值 定理 ， 存在 €€(— 0, oo), 使 得 
fxyy lz) — fryy x)) = f(r (Cys 7) — yx)). 
因此 


[Tys) (zx) — (Ty1) (7z)| = jc —y(z)— DL/ (z)) 一 zyy(z))] 


ys (XT) 一 (CCz) 一 二 站 用 (ZI (ya (Xx) — ylx) )| 


< |y (x) — yi Cx) (1 | 


令 4= 1 一 闻 ,， 则 0 二 4 过 1. 利用 上 式 得 到 
| Ty; — Ty = max |(Ty2) Cx) — (Ty1) Cz) 
as 


< maxlys(z) 一 %(z (1 一 总 )= Al 一 > 小 
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因此 工 是 压缩 映射 由 于 C[a,65] 是 完备 的 , 根据 压缩 映射 原理 , 存在 唯一 的 yE CLa,6b]， 
使 得 Ty = y 即 
yr) 一 忘 FCzy(z)) 一 y(Zz). 
由 上 式 得 到 f(x,y(z)) 二 0, 即 y= y(z) 是 方程 (1.5.9) 的 唯一 解 . 肝 
1.5.4 ”空间 的 完备 化 


定义 1.5.4 设 X,Y 是 距离 空间 . 若 存 在 映射 了 :X 一 Y, 使 得 本 是 一 对 一 映 

上 的 ， 并 且 对 任意 XisT2 EX, 有 
d(Txi, Tr:) = d(xi ,ZX2)， 

则 称 X 与 Y 是 等 距 同 构 的 . 

当 XX 与 Y 等 距 同 构 时 , X 和 Y 所 有 由 距离 决定 的 性 质 完全 相同 , 因此 两 个 等 距 
同 构 的 距离 空间 , 可 以 不 加 区 别 地 视 为 同一 空间 ， 

定义 1.5.5 ” 设 (X, d) 是 距离 空间 . 车 存在 完备 的 距离 空间 (X, d), 使 得 X 与 
X 的 一 个 稠密 子 空间 等 距 同 构 . 则 称 X 为 X 的 完备 化 空间 . 

特别 地 , 车 义 是 一 个 完备 的 距离 空间 , 使 得 XCX 并 且 X 在 X 中 稠密 , 则 斑 是 
X 的 完备 化 空间 . 

例如 ， 有 理 数 集 Q 作为 R' 的 子 空间 不 是 完备 的 . 由 于 Q 在 R' 中 稠密 , 并 且 Ri 
是 完备 的 , 因此 R! 是 Q 的 完备 化 空间 . 又 如 , 根据 例 1，P[a,o] 不 是 完备 的 . 由 于 
Pfa,6bj] 在 CLa,5b] 中 是 稠密 的 (这 由 § 1.4 中 例 3 的 证 明 可 以 看 出 ), 并 且 C[a,6b] 是 
完备 的 , 因此 CLa,5] 是 P[a,6]j 的 完备 化 空间 . 

一 般 地 ,可 以 证 明 , 车 将 两 个 等 距 同 构 的 距离 空间 不 加 区 别 ， 则 每 个 距离 空间 
都 存在 唯一 的 完备 化 空间 . 


1.5.5 ”有 限 维 赋 范 空间 上 的 范 数 等 价 性 


定义 1.5.6 设 X 和 Y 是 赋 范 空间 . 

(1) 若 存在 映射 工 :X 一 Y, 使 得 丁 是 一 对 一 映 上 的 线性 的 ,并且 存 在 a,5 二 0 使 
得 

allzl<lTrl<lzrl (rE X), 

则 称 苹 与 Y 是 拓扑 同 构 的 . 称 荆 为 X 到 Y 的 拓扑 同 构 映 射 . 

(2) 若 存在 映射 工 : X -> Y, 使 得 是 一 对 一 映 上 的 线性 的 , 并且 

{Tzl= lzll (rE X), 

则 称 XX 与 Y 是 等 距 同 构 的 , 记 为 X 实 Y. 称 T 为 X 到 YY 的 等 距 同 构 映 射 . 

显然 , 若 义 与 Y 是 等 距 同 构 的 , 则 X 与 了 也 是 拓扑 同 构 的 . 

注 2 在 $2.1 中 将 会 证 明 , 赋 范 空间 XX 和 YY 拓扑 同 构 当 且 仅 当 存在 一 对 一 映 
上 的 线性 映射 工 :X ->Y, 使 得 工 和 了 -都 是 连续 的 . 
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若 赋 范 空间 X 与 Y 是 拓扑 同 构 的 , 则 X 与 Y 具 有 完全 相同 的 拓扑 性 质 . 例如 ， 
X 中 的 序列 zx, 一 工 当 且 仅 当 Y 中 的 序列 Tz, 一 Trx; X 的 子 集 A 是 开 集 ( 闭 集 ) 当 重 
仅 当 TC(A) 是 Y 中 的 开 集 ( 闭 集 ); X 是 完备 的 当 且 仅 当 Y 是 完备 的 ,等 等 . 

若 两 个 赋 范 空间 是 等 距 同 构 的 , 则 这 两 个 空间 除了 构成 空间 的 元 素 不 同 外 ， 所 
有 由 空间 的 线性 结构 和 范 数 决定 的 性 质 完 全 相同 . 因此 两 个 等 距 同 构 的 赋 范 空间 可 
以 不 加 区 别 地 视 为 同一 个 空间 . 因此 X 与 Y 等 距 同 构 也 可 以 记 为 X 二 Y. 

设 和 是 线性 空间 ,个 ， 人 下 是 和 上 的 两 个 范 数 . 称 上 由 与 中; 是 等 价 的 , 车 
存在 a,b > 0, 使 得 


allzll <lzl < olzrlh rE X). 


当 旧 中 与 让 |; 等 价 时 ， 赋 范 空间 (X, 路 中) 是 (X，|. 有 中) 拓扑 同 构 的 . 事实 上 , 恒 
等 映射 1 :XX 一 XX, T(x) 一 工 就 是 X 到 X 的 拓扑 同 构 映射 . 
例 4 考虑 K* 上 的 三 个 范 数 


lzh = Phel, lzh = (Dhl’) ,hele = max lal. 
显然 对 任意 =E K" 有 lz 过 zlh. 利用 Holder 不 等 式 得 到 
lzh <Va( Dlal’) =valzl. 


因此 对 任意 zxE K" 成 立 
j zj < jzrhh < vnlzll. 
这 表明 ||| 与 中; 是 等 价 的 . 容易 知道 上 中 与 上 il 也 是 等 价 的 . 在 这 个 例子 中 ， 
范 数 全 沾 和 小 中- 都 是 与 全 中 等 价 的 . 因此 CK”, 1 人)》，CK 1 和 (CK"， 上》 
这 三 个 赋 范 空间 是 彼此 拓扑 同 构 的 . 下 面 我 们 将 看 到 这 不 是 偶然 的 ， 国 
定理 1.5.8 设 (X, | 中) 是 n 维 赋 范 空间 , el, e;,…,e, 是 X 的 一 组 基 . 则 存在 


肯 数 4,6 > 0， 使 得 对 于 一 切 z 一 2) zeiEX, 有 
(Dla) <Izl<s(DIal). (1.5.10) 
证 明 对 任意 < 一 了 xe, 由 Holder 不 等 式 得 到 
tat=|Bae |< Be (Bh) (Drer). 


“ : 
令 5 二 (人 1 e F) ， 则 5 之 0 并且 式 (1.5.10) 的 第 二 个 不 等 式 成 立 . 为 证 式 (1.5.10) 
的 第 一 个 不 等 式 , 考虑 函数 
fi:K"— Rl, flriyr, ,TX,) 一 [Bz 


» 
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对 任意 (zlyzz，…zu)， (yry sy EK'", 令 工 一 ilis y= Dy ye 由 式 
im i=1 


(1.5.10) 的 第 二 个 不 等 式 得 到 
[F(R sgT29°"" yn ) fly » y2 ,| 性 头 1 一 作 > 用 | 


1 
? 


<lz—yl<6( Dl —y’) 
这 表明 f 在 K" 上 连续 .因此 f 在 K" 的 单位 球面 
Se {x1sz2)°"°, 7,) EK" ly 3 zi = 1) 
上 取得 最 小 值 . 令 a 是 f 在 S 上 的 最 小 值 . 由 于 当 (zi 9 2 9 ,zu)ESH 时 ， 字 一 > xie 
i=! 
关 0, 因此 Fozz…z) 一 zll>0. 从 而 a 0. 对 X 中 的 任意 非 零 向 量 z = 


n 
Drie; EX, 令 
i=] 
二 
2 


亲王 (Zat) x (i= 1,2,,n), 
i=l 


则 (yi ?V2 3" Vn) ES. 因此 fyiry "sy,) Sa. 另 一 方面 


nn 一 十 ED 
fyi ys Yn) 一 DE = (Za) [De 
i=1 i=l i=!1 
汪 
E 的 zll. 


由 此 得 到 式 (1.5.10) 的 第 一 个 不 等 式 . 者 
设 和 是 >” 维 线性 空间 ， Bl» E29°°° 96n 是 XX 的 一 组 基 . 在 X 上 定义 


十 n 
lzhh = (Pia) ， z= Dzrie, EX. (1.5.11) 
i=1 i=1 


则 ll 是 XX 上 的 范 数 . 定理 1.5.8 表 明 , X 上 的 任何 范 数 | .| 都 与 这 个 范 数 是 等 价 的 . 
推论 1.5.9 ”关于 有 限 维 赋 范 空间 成 立 以 下 结论 : 
(1) 有 限 维 赋 范 空间 上 的 任意 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 
(2) 任意 维 赋 范 空间 都 与 n 维 欧 氏 空间 K" 拓扑 同 构 . 
(3) 有 限 维 赋 范 空间 都 是 完备 的 . 任何 赋 范 空间 的 有 限 维 子 空间 都 是 闭 子 空间 . 
证 明 设 (X, 中 1) 是 4 维 赋 范 空间 . 
(1) 由 式 (1.5.10) 知道 范 数 | 与 由 式 (1.5.11) 定义 的 范 数 上 | 中 等 价 . 范 数 的 等 
价 显然 具有 传递 性 , 因此 X 上 的 任意 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 
(2) 设 EL €29°°" 9Cn 是 X 的 一 组 基 . 作 映 射 


TX kK, TDae) = (nm 
i=1 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 泛 画 分 析 
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显然 了 是 一 对 一 映 上 的 线性 的 , 由 式 (1.5.10) 得 到 
#1zh<irel= (Dh) < 二 ie 


因此 六 与 K” 拓扑 同 构 . 
(3) 由 结论 (2) 知道 X 与 K" 拓扑 同 构 . 因此 存在 一 对 一 映 上 的 映射 :XK"， 
使 得 本 是 线性 的 , 并 且 常 数 a,b > 0, 使 得 
allxl<ITrle<olzl, xz€EX. 
设 {7x,} 是 义 中 的 Cauchy 序列 . 则 对 任意 正 整 数 m,n 有 
Tz, — Tz, = T(x, ~— x) 5lzr, — xz, |， 


因此 {Tz,) 是 K" 中 的 Cauchy 序列 . 由 于 K" 完备 , 故 存 在 yEK" 使 得 Tx, 一 由 
于 本 是 映 上 的 , 存在 TE XX 使 得 Tx = y. 于 是 


lz —zl<ENT, -a= LITz,— yl 0 (no0). 


因此 z, 一 x. 这 就 证 明了 X 是 完备 的 . 
容易 知道 赋 范 空间 的 完备 子 空间 是 闭 子 空间 . 车 XX 是 赋 范 空间 Y 的 有 限 维 子 空 
间 , 则 如 上 述 所 证 ，X 是 完备 的 ， 因 而 是 闭 子 空 间 ， 国 


$1.6 紧 性 


1.6.1 ” 紧 集 与 列 紧 集 


在 数学 分 析 中 我 们 知道 ，R" 中 的 有 界 闭 集 ( 例 如 直线 上 的 区 间 [a,5]) 上 的 连续 
销 数 是 有 界 的 , 存在 最 大 值 和 最 小 值 , 并 且 是 一 致 连续 的 ， 这 依赖 于 数学 分 析 中 的 
一 个 重要 定理 , 就 是 Weierstrass 定理 , 该 定理 断言 , R" 中 有 界 无 穷 点 列 必 存 在 收敛 
的 子 列 . 由 此 推出 , 若 A 是 R" 中 的 有 界 闭 集 , 则 A 中 任 一 序列 都 存在 收 化 于 A 中 点 
的 子 列 ( 这 等 价 于 A 的 任 一 开 和 覆盖 , 存在 有 限 的 子 覆 盖 ). 本 节 在 一 般 的 距离 空间 中 
讨论 具有 这 样 性 质 的 集 . 

设 X 是 距离 空间 , A C X. 车 {G,。, aE 了 是 X 的 一 族 开 集 , 使 得 昌 c. 二 4A, 则 
称 {G.} 是 4 的 一 个 开 覆 盖 ， 

定义 1.6.1 设 X 是 距离 空间 , A CCX. 

(1) 车 对 于 A 的 任 一 开 履 盖 {G。, aE1} 都 存在 其 中 的 有 限 个 开 集 仍 履 盖 A，, 则 称 
和 是 紧 集 . 

(2) 车 A 中 任 一 序列 都 存在 收敛 的 子 列 ,， 则 称 A 是 列 紧 集 . 

(3) 若 对 任意 s> 0, 总 存在 有 限 集 E= {zj ,zz 中 的 元 的 个 数 可 以 随 


e 而 变 ), 使 得 品 ULzise) 汪 A, 则 称 A 是 完全 有 界 集 . 此 时 称 巨 为 A 的 有 限 e- 网 . 
注 1 容易 证 明 , 车 A 是 完全 有 界 的 , 则 A 的 有 限 e- 网 EE 可 以 取 为 是 A 的 子 集 . 
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例如 , 由 Weierstrass 定理 知道 ，R" 中 的 有 界 集 是 列 紧 集 ， 又 根据 有 限 覆 盖 定 
理 ，R" 中 的 有 界 闭 集 是 紧 集 . 

下 面 的 定理 说 明了 完全 有 界 集 这 个 术语 的 合理 性 . 

定理 1.6.1 完全 有 界 集 是 有 界 集 . 

证 明 设 A 是 完全 有 界 集 . 取 e 二 1, 则 存在 五 ,zaEX, 使 得 UUCz,D 书信 
对 任意 zxEA, 存在 1 过 i 过 ,使 得 xEU(z;,1). 于 是 

dzyz) 委 drzyzi) 二 dziyz)< 委 1 十 Max d (xis ). 

因此 4 是 有 界 集 ， 肤 

下 面 用 序列 的 语言 分 别 给 出 完全 有 界 集 和 紧 集 的 等 价 特征 . 

定理 1.6.2 设 A 是 距离 空间 X 的 子 集 . 则 A 是 完全 有 界 集 的 充 要 条 件 是 A 中 
的 任 一 序列 存在 Cauchy 子 列 . 

证 明 必要 性 . 设 {zx,} CA. 由 于 A 是 完全 有 界 集 , 存在 有 限 个 以 1 为 半径 的 开 
球 和 覆盖 4. 因此 存在 一 个 开 球 U(y, ,1) 包含 {zx} 中 的 无 限 多 项 . 同样 ,存在 一 个 开 


球 U (s, 去 ) 包 含 {z,)NUCy, ,1) 中 的 无 限 多 项 . 即 UCy4 ,DNU (ys, 去 ) 包 含 {z,) 中 


的 无 限 多 项 . 这 样 一 直 进行 下 去 , 得 到 一 列 开 球 U (y， 天)， 使 得 UC ,1Dn…n 
U{y 去) 包含 {z,)} 中 的 无 限 多 项 ， 于 是 存在 {z, } 的 子 列 { zu } 使 得 
zs EUCn,Dn(m jn no(w 二 ) 人 = 1 2，…)， 


由 于 当 有 之 mm 时 ,zz EU(y, 去)， 因此 


dxn 1) SC dzu yo) 十 dy mu) 二 之 
这 表明 (zw } 是 Cauchy 序列 . 
充分 性 . 设 A 中 的 任 一 序列 存在 Cauchy 子 列 . 车 A 不 是 完全 有 界 的 , 则 存在 g 二 0， 
使 得 A 不 能 被 有 限 个 半径 为 的 开 球 覆 盖 . 因此 , 任 取 x EA4, 则 ANU(z ya) 汉 好 ( 否 
则 ACU(zi,s), 即 A 被 UGre) 覆盖 , 矛盾 0). 同 理 , 任 取 zo EA\U(zi,e), 则 
A\(U(ziye0)UU(zs, 860)) 关 名 . 任 取 zEANCUCr yeo)UUCz ，eo)). 这 样 一 直 进 
行 下 去 , 得 到 A 中 的 序列 {x,}, 使 得 
ZeEANGUGCzyeo)UCr，eo)U…UUCz i, 60) ) (n= 1, 2,%), 


由 {zx} 的 取 法 知道 当 nn 关 Mm 时, d(z, ,zx。) 宇 6. 因此 {zx} 不 存在 Cauchy 子 列 . 这 与 
假设 条 件 矛 盾 . 因此 A 必定 是 完全 有 界 的 国 

推论 1.6.3 (1) 列 紧 集 是 完全 有 界 集 . 

(2) 若 X 是 完备 的 , 则 完全 有 界 集 是 列 紧 集 . 

证 明 显然 ， 曾 
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定理 1.6.4” 设 A 是 距离 空间 X 的 子 集 . 则 A 是 紧 集 的 充 要 条 件 是 , A 中 的 任 
一 序列 都 存在 收敛 于 A 中 元 的 子 列 . 
证 明 必要 性 . 设 {zx,} 是 A 中 的 序列 . 车 {x, }) 无 子 列 收敛 于 A 中 的 元 , 则 对 任 
意 zEA, 存在 r, > 0 和 自然 数 n,, 使 得 U(r,rj)N(z,: n 宇 n.} 二 人 3. 集 族 {U(zx， 
r): TEA} 构成 4 的 开 覆 盖 . 由 于 A 是 紧 的 , 存在 yy ，%，…， Yh 使 得 山 Uly, 7 ) DA. 
但 是 当 N 写 max{ny ，，… ,ny} 时 
Uly; ,7, NN {zs n> N}=@ (i= 1,2,,k). 


从 而 (U Uy mm)) {zs wn 之 和 N}= 2D. 于 是 更 加 有 AN{zwin 之 NN) = 2. 这 与 


{zw) CA 了 矛盾 . 
充分 性 . 设 A 中 的 任 一 序列 都 存在 收敛 于 A 中 元 的 子 列 , 根据 定理 1.6.2, A 是 
完全 有 界 的 .因此 对 每 个 正 整数 n, 存在 A 的 有 限 子 集 已 ,， 使 得 
1 
点 0(>'#)> 
车 A 不 是 紧 集 , 则 存在 A 的 一 个 开 覆 盖 (G.，aE 1} ,使 得 不 能 从 其 中 选 出 有 限 个 开 
集 覆 盖 A. 因而 对 每 个 正 整 数 n 宇 1, 也 不 能 从 {G,} 中 选 出 有 限 个 开 集 覆 盖 


UU(y, 广 ). 于 是 存在 yEE, ,把 这 个 y 记 为 >,, 使 得 U(y,, 汪 不 能 被 (G,) 中 的 有 


1 
YEE。 n 
限 个 开 集 履 盖 . 这 样 得 到 一 个 序列 {y,} CA. 由 假设 条 件 , 存在 {y, } 的 子 列 {y。} 使 得 
yr 一 2EA. 由 于 {G,) 是 A 的 开 覆 盖 , 故 存在 es 二 0 和 某 个 Cs。 ,使 得 U(y,e) CG,,. 


取 如 足够 大 使 得 > 二 并 且 dCyu ,2) 过 号. 则 当 EU(ys， 寺 时 


ne 


d(x19) 二 dz 加 ) 十 dy yo) 去 二 十 三 二 


这 表明 U(y。， 去 )C UCy,e) C Gu 这 与 每 个 U( ,二 ) 不 能 被 {G. } 中 的 有 限 个 开 


集 覆 盖 了 矛盾 . 因此 A 必定 是 紧 集 ， 国 

推论 1.6.5 (1) 紧 集 是 列 紧 集 ; (2) 紧 集 是 有 界 闭 集 . 

证 明 〈1) 结合 定理 1.6.2 和 定理 1.6.4 即 知 . 

(2) 设 A 是 紧 集 . 由 结论 (1) 知道 A 是 列 紧 集 . 根据 推论 1.6.3, 列 紧 集 是 完全 有 
界 集 . 因而 是 有 界 集 . 再 证 A 是 闭 集 . 设 {z,} 是 4 中 的 序列 , zx, -> zx. 由 于 A 是 紧 
的 , 根据 定理 1.6.4, 存在 {xz,} 的 子 列 {z,, } 使 得 zw 一 yEA. 但 已 经 知道 x, -> zx， 因 
此 工 一 yE4. 这 表明 A 是 闭 集 ， 俐 

定理 1.6.6 设 A 是 距离 空间 X 的 子 集 ， 则 A 是 列 紧 集 当 且 仅 当 有 是 紧 集 . 

证 明 设 A 是 紧 集 . 车 {z,) 是 A 中 的 序列 , 则 {zx,} 也 是 A 中 的 序列 . 既然 五 是 
紧 的 , 根据 定理 1.6.4，{z, ) 存 在 收敛 的 子 列 , 因此 4 是 列 紧 的 . 反 过 来 , 设 A 是 列 


紧 的 ，{xz,} 是 有 A 中 的 序列 . 对 任意 n= 二 1, 2,…, 存 在 y, EA, 使 得 d(x,,y,) 一式 . 
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既然 A 是 列 紧 的 , 存在 {y,} 的 子 列 {y,, }， 使 得 yw > y. 根据 定理 1.4.3, yEA. 由 
于 当 k 一 oo 时 
d(x yy) SE dz Yn ) + dly,, ,y) SE 站 dyw 1) 一 0 


因此 zw 一 y. 这 表明 A 是 紧 集 ， 时 
推论 1.6.7 ” 列 紧 的 闷 集 是 紧 集 , 
证 明 由 定理 1.6.6 直接 得 到 . 重 
例 1 在 WW(l 过 pp 二 吕 ) 中 , 令 
一 We 0,，)， 刀 一 1，2,… 


令 A= {e: n> 1). 则 对 任意 上 EA， lle.l 二 1, 故 A 是 有 界 集 . 由 于 当 n 关 m 时 
fe 一 es ll, = 2 ,因此 A = 名 ,因而 A 是 闭 集 . 显然 {e,} 不 存在 Cauchy 子 列 ， 故 
A 不 是 完全 有 界 的 . 这 表明 在 一 般 距 离 空间 中 ,， 有 界 集 不 一 定 是 完全 有 界 的 ， 当 然 
也 不 一 定 是 列 紧 的 . 这 个 例子 也 说 明 ， 有 界 闭 集 不 一 定 是 紧 集 . 
注意 在 例 1 中 4 是 无 限 维 赋 范 空间 . 在 有 限 维 空间 中 成 立 下 面 的 定理 . 
定理 1.6.8 ”在 有 限 维 赋 范 空间 中 ， 有 界 集 是 列 紧 集 ， 有 界 闭 集 是 紧 集 ， 
证 明 设 X 是 ” 维 赋 范 空间 . 根据 推论 1.5.9, X 与 K" 拓扑 同 构 . 即 存在 一 对 一 
上 映 上 的 线性 映射 工 :X -> K* 和 常数 4,b 二 0， 使 得 
allzll<llTrl<6lzl, zeExX. (1.6.1) 
设 A 是 X 中 的 有 界 集 , zj 二 M(zEA). 设 {z,) CA, 由 式 (1.6.1) 得 到 
HTz, < olz, lM n>1) 


即 {Tz,} 是 K" 中 的 有 界 序列 .根据 Weierstrass 定理 , 存在 {Tzx,) 的 子 列 { Tx。) 和 
yE K", 使 得 ITz。 一 y 一 0. 设 =xEX, 使 得 Tx 二 》 由 式 (1.6.1) 得 到 
hz, — zl TNT, 一 2 有 = TNTr, 一 > 有 -> On 00). 
故 zx,, -> x. 这 表明 A 是 列 紧 的 . 
再 设 A 是 有 界 闭 集 . 由 上 面 所 证 , A 是 列 紧 集 ， 再 由 推论 1.6.7 知道 A 是 紧 集 、 
加 
以 上 讨论 的 几 种 集 的 关系 如 图 1.6.1 所 示 . 


EL | 列 紧 |] 二 这 | 完全 有 界 | 完全 有 界 ] = 


图 1.6.1 


定理 1.6.9 设 A 是 距离 空间 X 中 的 紧 集 , f 是 A 上 的 连续 实 值 函 数 . 则 /在 A 
上 有 界 , 并 且 在 A 上 达到 上 、 下 确 界 . 
证 明 先 证 明 有 界 性 . 若 了 在 4A 上 无 上 界 , 则 对 任意 自然 数 n, 存在 xz, EA, 使 


泛 函 分 析 


36 


得 f(x,) > n. 由 于 A 是 紧 集 , 根据 定理 1.6.4, 存在 {z, } 的 子 列 {zw }， 使 得 zx。 一 
XEA. 由 于 f 在 A 上 连续 , 应 有 f(z ) 一 了 f(z). 但 f(z) 放 mn. 一 0， 刻 盾 ! 因此 
f 在 A 上 有 上 界 . 记 a = supf (x). 则 存在 y, EA 使 得 f(y,) 一 a. 由 于 A 是 紧 集 ， 
存在 {y,} 的 子 列 {y,)}，, 使 得 yw 一 >EA. 由 上 的 连续 性 得 到 

f(y) = limf(y, ) = aa. 


类 似 可 以 证 明 了 在 A 上 有 下 界 并 且 达 到 下 确 界 ， 器 
根据 定理 1.6.8, 在 有 限 维 赋 范 空间 中 , 每 个 有 界 集 是 列 紧 集 ， 下 面 我 们 要 证 
明 , 这 是 有 限 维 空间 与 无 限 维 空间 的 一 个 本 质 的 差别 . 为 此 ， 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 1.6.10 《〈F. Riesz) 设 X 是 赋 范 空间 , 上 CC X 是 闭 子 空间 , 无 夭 X. 则 对 任 
意 0 二 ee 二 1, 存在 xo EX, zoll = 1, 使 得 


d(xo, E) 宇 €. 
任 取 x1 EX\E. 由 于 玉 闭 集 , 故 d 二 d(xi,E) > 0( 参 见习 题 1 第 16 题 ). 
于 是 和 全 区 取 zs EE 使 得 |zi 一 zz 中 之 妆 . 令 男 一 [用 二 衬 ， 则 zl 一 1 对 于 


zi 一 zz 用 
任意 xzEE, 由 于 zs 十 上 zi 一 Zz 上 xzEE, 因此 lz 一 (zz 十 lz 一 zz) i 于 是 


| Xt 一 《Zz 十 | 1 Xe || zx) 1 ~ 


EE 2 


1w -zl= 放 = 和 -z= 
因此 d(xzo, EE) 三 =s， 量 

定理 1.6.11 设 X 是 无 限 维 赋 范 空间 , 则 XX 中 闭 单位 球 不 是 列 紧 集 . 

证 明 令 Bx 二 {rz€EX:|zl 壹 1} 是 XX 的 闭 单 位 球 , 则 Bx 是 有 界 闭 集 . 任 取 
XI1EX, z=1. 令 巨 二 span{xz1}, 则 dimE, = 1, 由 推论 1.5.9 知道 已 是 闭 子 
空间 ， 由 于 XX 是 无 限 维 的 , 故 巨 关 X. 由 Riesz 引 理 , 存在 x EX, lzi | 二 1, 使 得 


d(x,， EE) 之 序 - 令 E， 一 span{zi ,Zs)}， 则 EE。 是 闭 子 空间 ， 并 且 Es 于 是 存在 
zs EX, lizs 一 1, 使 得 dCzs, 羽 ) 之 去 . 如 此 进行 下 去 , 得 到 一 个 序列 {z,} C Bx 和 
一 列 闭 了 空间 {EE,), 使 得 d(z, ,E, i) 三 郊 . 由 于 当 疡 盖 时 ，zEF 开 CE,1, 因此 
Nz — zu d(x, E,) > 到 

这 表明 {z,} 没 有 收敛 的 子 序列 . 因此 Bx 不 是 列 紧 的 ,图 

推论 1.6.12 ” 设 X 是 赋 范 空间 . 则 以 下 三 项 是 等 价 的 : 

(1) X 是 有 限 维 的 . 

(2) X 中 的 每 个 有 界 集 是 列 紧 的 . 

(3) X 中 的 每 个 有 界 闭 集 是 紧 的 . 

证 明 (1) 志 (2), 这 是 定理 1.6.8 所 述 的 结论 . 

(2) 二 (3). 根据 推论 1.6.7, 列 紧 的 闭 集 是 紧 集 . 故 (2) 蕴涵 (3). 
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(3) 入 (1)， 由 定理 1.6.11 即 知 ， 国 
1.6.2 ”空间 C[a,b] 中 列 紧 集 的 等 价 特征 


在 有 些 空间 中 可 以 给 出 其 子 集 是 列 紧 集 的 充 要 条 件 ， 用 这 些 条 件 可 以 较 容易 地 
判别 一 个 集 是 否 是 列 紧 集 . 这 里 我 们 只 考虑 CLa,6] 中 的 情形 . 

设 A== {zs(b,aET) 是 [ao 上 的 一 族 连续 函数 . 若 对 任意 s 二 0, 存在 6 二 0 
使 得 当 t,t* EL[a,5] 并且 |t 一 | 二 6 时 , 对 任意 zx.(t) EA 成 立 


|xs(t) — x(t)| 一 6， 


则 称 A 是 等 度 连续 的 函数 族 . 

例如 , 若 函 数 族 A = {ze(b)} 满足 Lipschitz 条 件 ， 即 存在 常数 上 使 得 对 任意 
re(tiEA 成 立 

[za — zt NL | (ELa,b)), 

则 A 是 等 度 连续 的 函数 族 . 

定理 1.6.13 (Arzela-Ascoli)C[a,0] 的 子 集 A 是 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 : A 是 有 
界 的 等 度 连续 的 函数 族 ， 

证 明 ”必要 性 : 设 A 是 列 紧 集 , 则 A 是 有 界 集 . 下 面 证 明 A 是 等 度 连续 的 , 对 


任意 e 守 0, 设 EE= {ziyzs,… ,Tn) 为 A 的 三 - 网 ,由 于 每 个 zi(z) 在 [a,65] 上 连续 ， 
从 而 在 [a,5] 上 一 致 连续 . 于 是 存在 6 > 0, 使 得 当 jt 一 tr 二 6 时 


lz 一 (| 到 写 (Gi = 1, 2 4m). 


对 于 任意 zEA, 存在 z, EE 使 得 lz 一 zl 过 地 . 于 是 当 上 一 可 之 5 时 
lz 一 zs 二 lz oz |e — z+ let) — za) 
<2lz—altladd n+ 


这 就 证 明了 A 是 等 度 连续 的 . 

充分 性 : 设 A 是 有 界 的 等 度 连续 的 函数 族 . 由 于 C[a,6] 是 完备 的 , 由 推论 1.6.3， 
为 证 明 A 是 列 紧 集 ， 只 需 证 明 A 是 完全 有 界 集 . 

由 于 A 是 等 度 连续 的 函数 族 , 对 任意 s> 0, 存在 6 汪 > 0, 使 得 当 :,t'E[a,5] 并 
且 上 外 一 上 [一 9 时 ,对 任意 zxEA 成 立 


CD —z0)| < (1.6.2) 
在 [a,6] 插入 有 限 个 分 点 4 = 二 过 二 … 二 二 5， 使 得 | — tl <Hi=2, 9:, 


n). 令 


> 


= {T= (zn), rto) ,Xt,)) :TEA}. 
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则 CC K", 由 于 A 有 界 , 存在 M>> 0 使 得 Iz 过 MC(rEA). 对 任意 XEA, 我 们 有 
zl = (5 lzC0)’)! < max lz = Valzl < aM. 


iel 


因此 入 是 K" 中 的 有 界 集 . 从 而 是 完全 有 界 集 ， 于 是 存在 zzz，…znoEA4， 使 得 信 
中 相应 的 m 个 点 

2; 一 (xi(t), Zit ) so , Tit )) {i= 1, 2,** ,11) 
构成 及 的 握 - 网 . 我 们 证 明 巨 = {zi zz，…yzo) 是 和 A 的 e- 网 . 


对 任意 rEA, 对 应 的 评 一 (Z( 轴 )， z(t), rt,))) EA, 从 而 存在 去 Ph i 中 
的 某 一 个 爷 4 et 《ze Ti (tz) so TEL, )), 使 得 


1 
(2 lz 一 no) =1a—zl<. 


i=l 
于 是 对 每 个 = 1,2,° ,ns 成 立 
jz(G6) — z(t)| 一 育 - (1.6.3) 
对 任意 1€ [a,8j, 设 t 过 t 达 ty 则 由 式 (1.6.2) 和 式 (1.6.3) 得 到 
Iz — zDD Iz — zd) Ir(a) — ze) zilt) — zt) ee. 


因此 zx 一 zi 二 e. 这 表明 是 A 的 e- 网 ， 面 
例 2 考虑 CL0,1] 的 子 集 A = {e™*,a 之 0}. 对 任意 z= e™EA, 因为 


[zl = max le™|= e™ <e. 
故 A 是 有 界 集 . 根据 微分 中 值 定理 , 对 任意 ,ts E50,1],， 有 
Iz ) < 一 Zktz) | 等 ler™— ee 9| 一 ef 二 tz| 过 elt 一 好 9 


其 中 0 过 之 1. 上 式 表明 函数 族 4 满足 Lipschitz 条 件 . 因而 是 等 度 连续 的 . 根据 
Arzela-Ascoli 定理 , A 是 C[0,1] 中 的 列 紧 集 . 


习 题 1 


1. 设 (X, d) 是 距离 空间 . 证 明 p(x,y) = TR eyEX) 也 是 XX 上 的 距 


离 . 

2. 设 A 是 距离 空间 X 的 非 空子 集 . 证 明 对 任意 zx,yEX 有 
lde(z,4) 一 dy,4)| 入 <dCzyy). 

3. 证 明 在 空间 * 中 按 距离 收敛 等 价 于 按 坐 标 收敛 , 这 就 是 说 ， 如 果 


》 
区 一 (xi® 9 XI" se) by 一 (zl Ev »*) 


则 d(x“, x) 一 0 的 充 要 条 件 是 对 于 每 个 i = 1, 2,…， 有 zx” -= Xi(n 一 > co). 
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4. 在 R?z 上 分 别 定义 两 个 范 数 
lz zs) = |zil+ ze] , lziszz) le 一 maxflz|，zs| }. 
试 分 别 画 出 CR? ,路 路 )》 和 (CR?，, 中) 中 的 单位 球面 


5. (1 设 pb， gr 之 1， 方 十 二 = 二, fEL'(E), gEL'E). 证 明 


lg li, < fl, lg ll,. 


(2) 设 b，g， 和 1 并 且 方 十 二 十 过 =1, fEL(E), gEL'(E), hEL'(E). 证 
明 
fgrn th QFN, lg tl, Ha. 
6. 设 1<r, ss 之 co, fEL'(BNL(E). 着 十 一 全 十 2 (00<1< 1 证 明 


NF, < Fl NF le, 
7. 设 1< pi 二 ps 二 oo. 证 明 : 
(DI Cs. 
(2) 当 m(E) < oo 时 , L*(E) CC Ln(E). 
8. 设 f€EL”(E). 证 明 
lf lls = inf sup |f Cz)l. 


ECE, m(E)=0 rEE~E, 

9. 设 XX 是 距离 空间 ,A CC X. 证 明 A" 是 包含 于 A 的 最 大 开 集 , A 是 包含 A 的 
最 小 闭 集 . 

10. 证 明 A= {z= (zi) EL:zxi 之 0, i 二 1,2,…) 是 (1 之 p 声 0) 中 的 闭 
集 . 

11., 证 明 C[ 一 1, 1] 中 的 偶 函 数 之 集 是 无 内 点 的 闭 集 ( 因 而 是 疏 朗 集 ). 

12. 设 4 是 ClLe, 刀 中 的 非 负 函数 所 成 之 集 ， 试 求 A?. 

13. 证 明 赋 范 空 间 的 真子 空间 不 含 内 点 . 

14. 设 玉 是 赋 范 空间 X 的 线性 子 空间 . 证 明 E 也 是 X 的 线性 子 空间 . 

15. 证 明 C[0,1] 上 的 映射 (Tr)(z) = sinzx(t) 是 连续 的 . 

16. 设 (X，d) 是 距离 空间 ,A C X. 证 明 : 

(1) f(x) = d(x,A) 是 外 上 的 连续 函数 . 

(2) 车 A 是 闭 集 , z&A. 则 d(xz,A) > 0. 

17. 设 下 是 距离 空间 X 中 的 闭 集 . 证 明 存 在 一 列 包 含 下 的 开 集 {G,}, 使 
得 下 =06,. 

18. 设 A,B 是 距离 空间 中 的 两 个 闭 集 , ANB = 好 . 证 明 存 在 两 个 开 集 U 和 V 使 
得 UNV = 2, 并 且 ACU,BCV. 

19. 设 X 和 Y 是 距离 空间 , :XY 是 映 上 的 连续 映射 . 证 明 工 将 稠密 集 映射 
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为 稠密 集 . 
20. 证 明 空 间 c 和 c 是 可 分 的 . 
21. 设 {x,) 是 赋 范 空间 X 中 的 一 列 元 . 证 明 玉 = spanfz,) 是 可 分 的 . 
22. 赋 范 空间 X 中 的 序列 {e, } 称 为 X 的 Schauder 基 , 若 对 X 中 的 每 个 元 z 都 存 


在 唯一 的 标量 序列 {a,}, 使 得 zx 一 Deore.. 证 明 : 

(1) 具有 Schauder 基 的 赋 范 空间 是 可 分 的 . 

(2) 指出 i2 人 (1 和 受训 一 ceo) 的 一 个 Schauder 基 . 

(3) zi 是 否 具 有 Schauder 基 , 为 什么 ? 

23. 距离 空间 的 子 集 玉 称 为 是 完备 的 , 车 E 中 任意 Cauchy 序列 都 在 EE 中 收敛 . 
证 明 : 

(1) 距离 空间 的 完备 子 集 是 闭 集 . 

(2) 完备 的 距离 空间 的 每 个 闭 子 集 是 完备 的 . 

24. 证 明 空 间 c。 和 c 是 完备 的 . 

25. 证 明 上 和 L”(E) 是 完备 的 . 

26. 证 明 若 赋 范 空间 X 中 的 每 个 绝对 收敛 的 级 数 都 是 收敛 的 , 则 X 是 完备 的 . 

27. 设 CCR) = 二 {z= 二 x(t); zx 在 R 上 连续 ， 并 且 limz(z) 一 0). 证 明 CGC,(R) 按 
照 范 数 1zl 二 sup|zx()| 成 为 Banach 空间 . 

28. 设 AC[a, 如 是 [a,6] 上 的 绝对 连续 葡 数 的 全 体 . 证 明 4AC[a, 妇 按照 如 王 定 
义 的 范 数 成 为 Banach 空间 : 

lzl = lzcol+ 上 人 


29. 设 在 距离 空间 X 中 成 立 闲 球 套 性 质 ; 车 S, = (zsd(Crzoz) 委 mm (2 过 1) 是 
一 列 闭 球 , 满足 $1 忆 5; 字 …， 并 县 六 一 0. 则 存在 唯一 的 点 TE 人 ,=1S,. 证 明 X 是 
完备 的 . 

30. 设 K 是 R" 中 的 有 界 闭 集 , TT 是 K 到 自身 的 映射 ,并 且 满 足 条 件 

d(Tr,Ty) <d(z,y), Yr,yEK, I Y. 
证 明了 在 天 中 存在 唯一 不 动 点 . 试 举 例 说 明 , 若 天 是 无 界 的 闭 集 ， 则 结论 不 成 立 ( 因 
而 在 一 般 的 完备 距离 空间 中 ,相应 的 结论 不 成 立 )， 
提示 : 考虑 函数 f(x) = d(z,Tzr) (zxE€EK). 
31. 设 a(b 是 [0,1] 上 的 连续 函数 . 证 明 存 在 [0,1] 上 的 连续 函数 (5， 满 足 


x(t) = 去 sin X(t) 十 ai) 


32. 设 天 (sb 是 正方 形 [a,6] x [a,5b] 上 的 连续 函数 , 并 且 存 在 常数 M 0, 使 得 
[Knla < Mla <1<. 证 明 当 |4| 之 南 时 , 对 每 个 Xt) ECLa,6], 积分 方程 


X(t) = :| KCssDzC)dst+ p(t) 


第 1 章 距离 空间 与 贱 范 空间 一 一 一 一 一 人 41 
在 C[a, 幻 中 存在 唯一 解 
33. 设 KGs,D 是 [w, 势 X[a, 妇 上 的 可 测 函数 满足 | (| IKCsol?d) 电 一 1. 证 明 


积分 方程 
2 [x (sst)xls)ds tt alt) 


对 每 个 4 = a(t) EL?[a,bj, 存在 唯一 解 工 = 二 x(t) EL?[a,6b]. 
34. 设 co == {z= 二 (zs): (zn) 只 有 有 限 项 不 为 零 }. 在 co 上 定义 范 数 | zl = 
sup |z| . 证 明 co 不 是 完备 的 . 指出 它 的 完备 化 空间 ,并且 证 明 你 的 结论 . 
35. 在 C[0,1] 上 重新 定义 范 数 如 下 : 
lzh = | lzldr ze cLo,1]. 


证 明 CC[L0,1], 中 :li ) 不 是 完备 的 ,其 完备 化 空间 是 LI[0,1]. 
36. 在 [0,1] 上 定义 两 个 新 的 范 数 如 下 


Wh = 人 zldz， Wh = (atalonldr). 


讨论 L*:[0,1] 上 原来 的 范 数 上 fll; 与 这 两 个 范 数 的 等 价 性 ， 

37. 设 CC0,1] 是 (0,1] 上 的 有 界 连续 函数 的 全 体 按 照 范 数 ‖ zll = Sup lz 所 
成 的 赋 范 空间 、 证明 /* 与 C(0,1] 的 一 个 子 空间 等 距 同 构 . 

38. 设 {p,(?)) 是 [a,65] 上 一 列 次 数 不 大 于 上 的 多 项 式 , 并 且 {p,(2)) 在 [a,6] 上 
一 致 收敛 于 函数 xz(2), 证 明 z(t) 必 为 多 项 式 . 

提示 : 令 玉 = span(1,t,…, 厂 ), 则 巨 是 CLa,5]j 的 闭 子 空间 . 

39. 证 明 CLa,5b] 中 的 多 项 式 的 全 体 PLa,5b] 是 第 一 纲 集 . 

提示 : 利用 第 13 题 的 结论 . 

40. 设 关 和 Y 是 距离 空间 , :XX 一 Y 是 连续 映射 . 证 明 工 将 紧 集 映射 为 紧 集 . 

41. 设 K, 是 距离 空间 X 中 的 一 列 非 空 闭 集 , K, 必 Kw (n 宇 1), 并 且 其 中 至 少 
有 一 个 是 紧 集 . 证 明 OK 天 2. 

42. 设 X 是 距离 空间 . 证 明 若 X 中 的 每 个 完全 有 界 集 是 列 紧 集 , 则 义 是 完备 的 . 

43, 设 X 是 赋 范 空间 , A,BCX. 若 A 是 紧 集 , B 是 闭 集 , 证 明 A 十 如 是 闭 集 . 
其 中 

A++B= {z 二 yszEA4A,yE 了 ). 

44. (1) 设 X 是 距离 空间 , A,B 是 XX 的 非 空 子 集 . 证 明 若 4 是 紧 集 ，B 是 闭 集 ， 
并 且 ANB = 好 , 则 d(A,B) > 0， 

(2) 举例 说 明 , 当 A 是 闭 集 时 ，(1) 的 结论 不 成 立 . 

45. 设 X 是 赋 范 空间 . 

(1) 车 玉 是 X 的 有 限 维 子 空间 . 证 明 对 任意 zxEX, 存在 yEEE, 使 得 

lz—yl= d(xz,E). 
(2) 举例 说 明 , 若 瑟 是 无 限 维 的 , 则 (1) 的 结论 不 成 立 . 
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46. 设 X, 是 距离 空间 , A 是 X 中 的 紧 集 , 工 :A -YY 是 连续 映射 . 证 明 工 在 
A 上 一 致 连续 . 

47. 下 面 的 集 是 否 是 C[0,1] 中 的 列 紧 集 : 

(1) {sin(t + 24) :AER)}. 

(2) {sinnrnt :n= 1,2……)}. 

(3) {1" :n= 1,2,.). 

48. 证 明 无 限 维 的 Banach 空间 不 能 分 解 为 可 列 个 紧 集 之 并 . 

提示 : 先 证 明 无 限 维 赋 范 空间 中 的 紧 集 无 内 点 . 
49, 证 明和 = {zx 一 (20): lz 和 < 地 ,i 一 1,2,…] 是 信 中 的 紧 集 . 


提示 : 证 明 A 是 完全 有 界 的 闭 集 . 
50. 证 明 : W(1 < p < 0) 的 子 集 4 是 列 紧 集 的 充 要 条 件 是 4 是 有 界 的 , 并 且 


对 任意 s > 0, 存在 自然 数 ,使 得 对 任意 x = (zi) EA 成 立 》) |zil*<。. 
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第 2 章 ”有 界线 性 算 子 


有 界线 性 算 子 的 理论 是 泛 函 分 析 的 核心 内 容 . 有 界线 性 算 子 就 是 赋 范 空间 之 间 
的 连续 线性 映射 . 在 数学 的 各 个 分 支 学 科 中 ， 经 常会 遇 到 各 种 各 样 的 有 界线 性 算 
子 . 泛 函 分 析 研 究 一 般 有 界线 性 算 子 的 性 质 ,， 其 结果 可 以 应 用 到 各 种 具体 的 有 界线 
性 算 子 . 

在 这 一 章 里 ,， 先 介绍 有 界线 性 算 子 的 基本 概念 . 然后 介绍 共鸣 定理 ， 逆 算 子 定 
理 和 Hahn-Banach 定理 等 重要 定理 . 这 些 定理 是 泛 函 分 析 的 基本 定理 ,它们 在 泛 函 
分 析 的 理论 和 应 用 中 都 是 非常 重要 的 . 

有 界线 性 泛 函 是 取 值 于 标量 域 空间 的 有 界线 性 算 子 . 本 章 还 要 介绍 某 些 重要 空 
间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 表示 定理 ， 弱 收敛 与 弱 "收敛 以 及 共 斩 算 子 等 . 


§2.1 有 界线 性 算 子 的 基本 概念 


2.1.1 ”有 界线 性 算 子 的 定义 与 例 


先 回 顾 线 性 算 子 的 定义 . 设 X,Y 是 线性 空间 , 其 标量 域 为 K,，T:X 一 Y 是 一 映 

射 . 车 对 任意 ZX1 s+T2 EX 和 a,BEK 成 立 
Tl(azit Br:) 一 cxTzi + BTzx;, 

则 称 了 为 线性 算 子 . 特别 地 , 称 X 到 标量 域 空 间 K 的 线性 上 映射:X 一 KK 为 X 上 的 
线性 泛 函 ， 

若 工 是 线性 算 子 , 则 T(0) = T(0.0) = 0.T(0) = 0. 

设 X,Y 是 线性 空间 ,，T :X 一 Y 是 线性 算 子 . 记 

N(T)= {xEX:Tr=0}, R(T)= {Tr :x EX)}. 

分 别称 NCT) 和 R(T) 为 丁 的 零 空间 和 值 域 , 容易 验证 NC(T) 和 R(T) 分 别 是 X 和 
Y 的 线性 子 空间 . 

例 1 设 X 是 nn 维 线性 空间 , 6 ,ez,…',e, 是 X 的 一 组 基 , A = (a) 是 一 个 nXn 
阶 和 矩阵 . 定义 算 子 


T:X->X, La 9 
1 1=1 
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其 中 y = SA 二 1,2,…,z). 用 和 矩阵 表示 即 


smi 


yi Uy de YY dn | | 
yz Ua dz ”don| | 
Yn nl Un? es Um Tn 


则 工 是 线性 算 子 , 称 之 为 由 和 矩阵 A = 《aj ) 确定 的 线性 算 子 . 反 过 来 , 设 了 :X 一 XXX 
是 线性 算 子 . 则 Te; 必 是 El1ye2 9 ren 的 线性 组 合 . 设 


Te; Ee Dy avei, J = 1,2,. ,7 


= 


当 > = > ) ziej 时 ， 记 y = Tz = > yiei 则 
i=l 


j=] 
所 天 La 可 
y= PrziTe = Dz Daver = 2 (21ayzi)ei 
j=l i=l iml 了 = 


j=1 


因此 wy 一 > ouriGi 一 1,2,…,n), 这 表明 了 是 由 甜 阵 A 二 (a ) 确定 的 线性 算 子 . 


因此 当 基 底 取 定 后 , X 上 的 线性 算 子 与 4 Xn 阶 矩 阵 一 一 对 应 . 
线性 泛 函 的 情形 更 简单 . 设 (a1， 4,…,a,) EK", 当 z 一 了 lzie; 时 , 令 


f(zx) = > aizi (2.1.1) 
i=1 


则 ff 是 X 上 的 线性 泛 函 . 反 过 来 , 设 f 是 X 上 的 线性 泛 函 , 记 w = fle) (i = 1,2,*…,n). 
则 
f(z) = f(Dzei)= Daif ce) 一 yaz 


这 说 明 X 上 的 线性 泛 函 都 可 以 表示 为 式 (2.1.1) 的 形式 . 因此 X 上 的 线性 泛 函 与 K* 
中 向 量 一 一 对 应 . 
例 2 设 K(s,t) 是 [a,5j] XL[a,b] 上 的 可 测 孙 数 , 满足 


M=(| (| [KG ld)ds) < =， 
对 任意 xzEL[a,6b], 令 
CIEICY [KG Dz 
b 
fx = | zcpde 


则 全 和 了 分 别 是 L*[a,6] 上 的 线性 算 子 和 线性 泛 函 , 事实 上 ,由 Halder 不 等 式 , 对 
任意 xEL?fa,6b] 有 
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b b [2 2 
| Crz) olds = | [Ga ds 
vb b b 
| (| Kealed | lzCl? dt)ds 
=[ (| |KCsyz| :dt )d | |zCa|2dz 


一 AT2? 1 工人 性 


故 Tx EL[a,6b]. 因此 全 是 L?[a,65] 到 L?[a,6] 的 算 子 . 由 积分 的 线性 性 知道 工 是 
线性 的 . 仍 利用 Halder 不 等 式 得 到 


b b 去 b 到 
|zCald < (| 1d) (| eol) el (2.1.3) 


这 表明 z(t) 在 [a,6] 上 可 积 . 故 f 是 L?[a,5] 上 的 泛 函 ，f 的 线性 性 是 显然 的 . 

例 2 中 的 算 子 工 称 为 第 二 型 Fredholm 积分 算 子 . 

定义 2.1.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 , 工 :X -YY 是 线性 算 子 . 若 工 将 X 中 的 每 个 有 
界 集 都 映射 为 Y 中 的 有 界 集 , 则 称 工 是 有 界 的 . 

有 界线 性 算 子 之 所 以 重要 ,是 因为 根据 下 面 的 定理 , 线性 算 子 的 有 界 等 价 于 
连续 . 

定理 2.1.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 , 工 :X 一 立 是 线性 算 子 . 则 下 列 三 项 是 等 价 的 : 

(1) 工 是 有 界 的 . 

(2) 存在 常数 c > 0 使 得 ITzll 科 cllzl(zEX)， 

(3) 工 在 X 上 连续 ， 

证 明 (1) 过 (2). 由 于 S={z:zl 委 1) 是 X 中 的 有 界 集 , 工 是 有 界 的 ， 故 
T(S) 是 Y 中 的 有 界 集 . 因此 存在 常数 c > 0, 使 得 对 任意 zxES, ITzll 科 <c. 对 任意 


XEX, XI 0 由 于 六 i eS， 故 


-le 
3 ad pe T(Eij<。 


因此 Trl 志 cllzl (zr EX). 
(2) 志 (3). 设 {z,} CX, x, 一 x. 由 于 工 是 线性 的 ,因此 
o0<lTzr,— Trl|= IT(zr,— x) < ellz,— zll—0. 
这 表明 Tz, -> Tx. 因此 了 在 X 上 连续 . 
(3) 二 (1). 车 T 不 是 有 界 的 , 则 存在 有 界 集 ACX, 使 得 T(A) 不 是 有 界 的 . 此 


时 存在 {zx,} CA, 使 得 上 zx, 二 M(n 宇 1), 但 是 | Tz,l| > 令 加 一 六 之 ，， 则 


(2.1.2) 


和 一 0. 由 于 工 连续 , 应 有 Ty, -> T(0) = 0. 但 是 


i Tx 三 一 oo. 


Ee: 
I Ty, | 


aspects 二 


巴 盾 . 因此 工 必 有 界 . 量 
注 1 ”回顾 在 1.5 中 我 们 定义 了 两 个 赋 范 空间 的 拓扑 同 构 : 设 X 和 六 是 赋 范 
空间 . 车 存在 映射 了: X 一 Y, 使 得 工 是 一 对 一 映 上 的 、 线 性 的 , 并 且 存 在 a,5 守 0 
使 得 
allzl<Ilrrl<elzrl (zxEX)， (2.1.4) 
则 称 XX 与 Y 是 拓扑 同 构 的 . 根据 定理 2.1.1, 式 (2.1.4) 的 第 二 个 不 等 式 蕴 涵 工 是 连 
续 的 . 对 任意 zxEX, 记 Tr 一 yy 则 Tiy 一 x， 由 式 (2.1.4) 的 第 一 个 不 等 式 得 到 


IT-iyl = zl<i lITzl= yh 
a a 


这 表明 映射 了 :Y 一 X 是 连续 的 . 因此 XX 与 Y 拓扑 同 构 的 充 要 条 件 是 , 存在 一 一 
对 应 的 映射 工 :X 一 Y, 使 得 是 线性 的 , 并 且 工 和 了 ”都 是 连续 的 . 

线性 泛 函 是 线性 算 子 的 特殊 情形 , 因此 定理 2.1.1 的 结论 对 线性 泛 函 当然 也 成 
立 , 对 线性 泛 函 还 成 立 如 下 定理 . 

定理 2.1.2 设 了 是 赋 范 空间 X 上 的 线性 泛 函 . 则 了 在 X 上 有 界 的 充 要 条 件 是 
三 的 零 空间 N (.P) 是 闭 集 . 

证 明 设 f 在 X 上 有 界 , 则 f 在 X 上 连续 . 设 {z,} C NG 有), zx. 则 f(x,) 
二 0(n 宇 1), 于 是 f(x) 一 limflz,) 一 0. 因此 zENCP. 这 表明 N(f) 是 闭 集 . 

反 过 来 , 设 N( 了 有) 是 关中 的 闭 集 . 我 们 证 明 f 是 有 界 的 . 若 不然 , 则 存在 {zx,) CX 
使 得 | FCz 外 nllz,ll. 令 


Tn 
y= FS FO "= 1,2,"°),. 


则 f(y,》= 0. 因此 y, EN( 了 有 )(n 宇 1). 另 一 方面 , 由 于 

||z, | 1 

Pr (7 — 00), 

v2 Tn a 一 a 

这 说 明 FC27 一 0 因此 一 y 一 一 了 Ry" 但 是 f(y) 一 f( 一 二 )= 一 1 并 0, 因 


此 ygN( 有 ), 这 与 N(/) 是 闭 集 矛 盾 . 这 个 矛盾 说 明 f 是 有 界 的 用 
例 2( 续 ) ” 设 T 和 了 如 例 2 中 所 定义 . 式 (2.1.2), 式 (2.1.3) 两 式 分 别 表明 对 任 
意 xXEL?[a,b] 成 立 
llTzlh < Mlzl, If) allzll,. 
根据 定理 2.1.1, 工 和 了 都 是 有 界 的 . 
例 3 设 工 :X 一 了 是 线性 算 子 . 若 X 是 有 限 维 的 , 则 工 必 有 界 . 
证 明 设 (X， 中 ) 是 2 维 赋 范 空间 ， EyeE2 9 En 是 XX 的 一 组 基 . 由 定理 1.5.8， 存 


在 常数 a,6 > 0 使 得 对 任意 x 二 ze EX 成 立 
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a( ll) Slzl<6( Dal). 
由 H6lder 不 等 式 得 到 
rl= | Dre 


< 2 lzilTell 
i=1 


< (DPT Si HTP) al 
i=1 一 上 i=1 
由 于 < 一 二 (了 11Te, 耻 ) 是 与 z 无关 的 常数 ,根据 定理 2.1.1, 了 是 有 界 的 ， 国 
下 面 给 出 一 个 无 界 的 线性 算 子 的 例子 
例 4 设 C"[0,1] 是 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 具有 连续 导数 的 函数 的 全 体 .作为 
CL0,1] 的 子 空间 ，Ce [0,1] 成 为 一 个 赋 范 空间 、 定 义 微 分 算 子 
D :CPE0S1 = C[L0,1]， (Dr )(t) = 工 '(t)， 
则 DD 不 是 有 界 的 . 事实 上 , 取 <,(D 二 "Cn 二 1,2,…). 则 对 任意 ,zx,EC[0,1]， 
并 且 liz,l 一 1, 但 


IDz,sll = max lni™| =n (n= 1,2,.). 
这 表明 DD 不 是 有 界 的 . 
2.1.2 ” 算 子 的 范 数 及 其 计算 
定义 2.1.2 设 XX,Y 是 赋 范 空间 , 工 :X 一 立 是 有 界线 性 算 子 . 称 
| 了 | 一 ITzll 


为 算 子 工 的 范 数 . 
车 了 是 X 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 f 的 值 域 是 标量 域 K, 此 时 


Hl = Sup Iflz)|. 
定理 2.1.3 设 T:X->Y 是 有 界线 性 算 子 . 则 


T= sup lizl _ sup JTz. (2.1.5) 
Et |x| llzll=1 
证 明 ”我 们 有 
Irzll Tz 
Tz 过 -< 
pl sup Mol < up Tl 
一 | | 加 Tz 过 Tzll. 
sub 从 人 ois | x | = db | zl 
因此 式 (2.1.5) 成 立 ， 国 
设 工 :X 一 Y 是 有 界线 性 算 子 . 根据 定理 2.1.3, | zl 因此 


一 sup 
zx0 ||z| 


zie liTHlzll (rz€ XxX). 


ca 
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另 一 方面 , 车 常数 c 守 0 使 得 HTrl scjlzlzeEexX), 则 有 1T 入 <c. 这 表明 TI 是 
使 得 ITrl 过 cllxl (rEX) 的 常数 c 中 的 最 小 的 一 个 . 

显然 , 车 1(z) =z(rzEX) 是 X 上 的 恒 等 算 子 , 则 1 是 有 界线 性 算 子 , 并 且 咱 中 = 1. 
算 子 了 也 称 为 X 上 的 单位 算 子 . 

一 般 说 来 , 计算 一 个 给 定 的 算 子 范 数 并 非 易 事 . 下 面 给 出 两 个 计算 算 子 范 数 的 
例子 . 先 介绍 一 个 记号 . 设 x 是 实数 或 复数 . 令 


到 
工 关 0， 
sn = {ET 
有 


称 sgnz 为 符号 函数 . 函数 sgnz 满足 zxsgnz = |z| |sgnz|l 过 1. 
例 5 设 数列 4 二 (oi) EN. 在 关上 定义 泛 函 如 下 : 


f(zx) = Sar,, T= (rz) EL™. 
显然 f 是 线性 的 , 现在 计算 上 fll. 对 任意 z= (zx;) El1”， 
|f(z)|< p> la:ri| < >3 ad “sup lz = lall | xl. (2.1.6) 
i=1 i=1 izl 


这 表明 f 有 和 界 , 并 且 1 有 fi 之 jlalli. 另 一 方面 , 令 


‘0 


xX" = (sgna, sgnas,***), 


则 z® EA, 并 且 上 zol 过 1. 由 于 


|f(x®™)|= (Daz 一 [Siasgna = 3 lai = llalh. 
i=l i 1 


因此 上 诈 宇 jajh. 综 上 所 证 得 到 上 fl| = jlajh. 
现在 将 f 视 为 c。 上 的 泛 鲨 , 重新 计算 fl. 仍 由 式 (2.1.6) 得 到 jf 州 过 jialh. 另 


一 方面 , 对 任意 6 > 0, 存在 使 得 2) 1ai > llalh 一 e. 取 


r= (sgnai »""* SENag 0，…)， 


则 zx Eco, 并 且 | ze 1- 委 1. 由 于 
co 是 * 
|f(z™)|= [Daz 和 [Dasgna 二 D2 lail> llalh —&. 
im 1 一 1 i=] 


故 I1fl > lalh 一 e. 由 se 0 的 任意 性 得 到 (fl 宇 alh. 从 而 Nf1 = lalh， 六 
例 6 (第 一 型 Fredholm 积分 算 子 ) 设 K(s,t) 是 [a,5] x [a,5b] 上 的 连续 函数 . 
定义 算 子 T :Cfa,6] 一 C[a,5]， 


b 
(Tz) (3) = | KGs,Dz a Eo 


现在 计算 1TI. 记 c = max | |KGs,0| dr. 对 任意 zeC[a, 扫 ,有 
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b 六 
| KGDzCn ad 过 max | IKCs,t)| max [zrC2)| dz 一 cl 人 
a dEb Ju uteb 


ITz 1 = max 

因此 1T < < 另 一 方面, 由 于 | |K(s,0| dt 是 :的 连续 函数 , 因此 存在 ss E [a 所, 使 得 
c 一 [ [KCso yt)| dr. 

令 z(t) = sgn K(s1t), 则 zo (2 在 [a; 甲 上 可 测 , 并 且 |z( 委 1( 但 mo(D 未 必 在 

[a,6] 上 连续 ). 根据 Lusin 定理 , 对 任意 es > 0, 存在 连续 函数 z(t), 使 得 |z1(D)) 过 1 


并 且 
m{tE[ab] :x(t) zo(t)} 一 e. 


因此 ZI 一 .ZI 《z) ECre,o， zr | Eg 1. 令 AM 一 max, IK Cs,2|. 则 
b 
Ee | K (sost) zo Cid 
5 b 
大 | Kt{so,t) (zo(t) 一 并 Co)d| 二 | K (sot) zi C(t) dt 
<| KG) zsCD — zi CO) drt [CTen) Cs 
I Zo 


< 2Me +lTxll< 2Me + HT 
由 于 e>0 的 任意 性 得 到 和 11Tl， 最 后 得 到 


6 
1 TH = 一 max | | 玫 (syz)| dz. 
orb J a 


2.1.3 有 界线 性 算 子 的 空间 


设 X,Y 为 赋 范 空间 . 用 BCX,Y) 表示 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 . 特别 地 ， 
B(X， XX) 简 记 为 BLX). 对 任意 A, BE BC(X,Y) 和 aEK, 定义 
(A+B)z= Ari+Br, (aA)r=aAr, rEX. 
则 4 十 B, aAh 都 是 X 到 Y 的 线性 算 子 . 由 于 对 任意 zxEX, 有 
(A+B)zll= lAr+Brll<lArl+lBzl < AN+IB Dz (2.1.7) 


因此 4 十 B 是 有 界 的 , 即 A 十 BE BCLX,Y).、 类 似 地 知道 aA E BCX,Y). 容易 知道 
B(X,Y) 按照 这 样 定义 的 加 法 和 数 乘 运算 成 为 线性 空间 ， 

我 们 验证 上 面 讨 论 的 算 子 范 数 小 | 确实 是 BCX,Y) 上 的 范 数 . 

(1) 显然 141 兰 0, 并 且 当 4 =0 时 141=0. 若 1AI= 0, 则 对 任意 zxEX 必 
有 Azr = 0, 从 而 A = 0. 

(2) 对 任意 a EK, laAl 上 l= ‘Sup (aA)zl = sup lallAzl = jalliAl. 


《3) 由 式 (2.1.7) 知道 有 lA 十 BS IAI+IBf. 
因此 上 .ll 是 BCX,Y) 上 的 范 数 ，B(X,Y) 按照 算 子 范 数 成 为 赋 范 空间 . 


特别 地 ，X 上 的 有 界线 性 泛 函 的 全 体 所 成 的 赋 范 空间 BCX，K) 记 为 X", 称 之 
为 X 的 共 和 空间 . 
定理 2.1.4 若是 Banach 空间 , 则 B(X,Y) 是 Banach 空间 . 
证 明 ” 设 {T,) 是 BC(X,Y) 中 的 Cauchy 序列 . 则 对 任意 s 二 0, 存在 正 整数 N， 
使 得 当 mmm 二 N 时 ,1T 一 TL 一 <s. 于 是 对 每 个 xzEX, 当 m,n 二 NN 时 
IT,z—T,zl=1(T,— T)zxzl<lT,— Tlllzll< elzl. (2.1.8) 
这 表明 {Tzx) 是 了 中 的 Cauchy 序 列 . 由 于 Y 是 完备 的 , 因此 {Tz} 收敛 . 对 每 个 + EX， 
令 Tz = limT,x, 则 工 是 X 到 Y 的 线性 算 子 . 在 式 (2.1.8) 中 国定 nan 盖 N, 令 冯 一 co， 
得 到 
IT—T)zrl= 1Tr Trl<elzrl, xzEX. (2.1.9) 
上 式 表 明 TT 一 T, €E BC(X,Y). 由 于 BCX,Y) 是 线性 空间 , 故 工 = (TT 一 T,) 十 T,E€ 
B(X,Y). 并 且 式 (2.1.9) 表明 当 n 二 NN 时 
1T— Tl<e. 
因此 按照 BCX,Y) 中 的 范 数 imT, 一 工 这 就 证 明了 BC(X,Y) 是 完备 的 ， 国 


由 于 标量 域 空 间 玫 是 完备 的 , 根据 定理 2.1.4 知 道 , 任 一 赋 范 空间 XX 的 共 应 空间 
X "是 Banach 空间 . 


§ 2.2 共鸣 定理 及 其 应 用 


共鸣 定理 是 泛 函 分 析 中 的 一 个 基本 定理 . 在 共鸣 定理 被 提出 之 前 , 在 几 个 不 同 
的 数学 领域 中 发 现 了 这 个 定理 的 特殊 情形 . 例如 关于 Fourier 级 数 的 发 散 问题 , 求 积 
公式 的 收敛 性 和 发 散 级 数 的 求 和 法 等 问题 中 都 发 现 了 同类 定理 . 在 这 个 基础 上 ， 
Banach-Steinhaus 共同 提出 了 这 个 一 般 的 定理 . 

设 X,Y 是 赋 范 空间 ，{T, :a€E7T) 是 一 族 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 . 若 对 任意 zxEX， 
存在 常数 M, 使 得 IT,zl 二 Ml(aE7), 则 称 {T。} 是 点 点 有 界 的. 若 存在 常数 M 使 
得 上 Tl 过 MlaE 了 有 , 则 称 {T。) 是 一 臻 有 界 的 . 下 面 的 共鸣 定理 表明 当头 是 Banach 
空间 时 , 点 点 有 界 的 算 子 族 是 一 致 有 界 的 . 

定理 2.2.1 (共鸣 定理 ,Banach-Steinhaus) 设 X 是 Banach 空间 , Y 是 赋 范 空 
间 ，{T。 :a€E7) 是 一 族 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 . 车 对 任意 xEX， supllT. zl < %, 


则 sup iIT < co. 
证 明 对 每 个 自然 数 n, 令 
E, = {rTEX:suplT. rz) < n}. 
aEl) 


先 证 明 每 个 E, 是 闭 集 . 对 每 个 a€E1T 和 自然 数 n, 令 E。, 一 {TEX:IT,zl 三 n}. 由 
于 T 有 界 , 当 ({zbj C Eh,, x 工时， Tez 一 Him1lTeztl 和 2， 因此 zEEo 这 


| 
说 明 E。,, 是 闭 集 . 而 E, 二 站 E。, 是 一 族 闭 集 的 交 , 因而 已, 是 闭 集 . 


由 假设 条 件 , 对 每 个 x<EX, suplT.zl < co, 这 表明 X 一 UE,. 由 于 X 完 备 ， 


根据 定理 1.5.5, X 是 第 二 纲 集 . 于 是 存在 no 使 得 E,, 不 是 疏 朗 集 . 而 是 闭 集 , 因 
此 (E,)” 二 〈E,,)" 关 多 . 于 是 存在 一 个 闭 球 SCzo, >) CE,,. 由 于 当 上 zl 志 1 时 ， 
Xo 二 rr ES(zo，7) CE,， 因 此 中 T(zo 十 rz) 达 no. 于 是 


IT.zl= NT + zd) SIT, + rr) + TT, zol 


no ,no 2no 
r r r 


因此 7. 2 Ce D、 国 

若 从 反面 叙述 定理 2.2.1 就 是 ， 若 sup1T.| = o， 则 必 存在 xn EX 使 得 suplT。 zol 
= co. 这 样 的 zo 称 为 共鸣 点 . 因此 定理 2.2.1 称 为 共鸣 定理 . 共鸣 定理 也 称 为 一 致 有 
界 原理 . 

推论 2.2.2 设 X 是 Banach 空 间 ,Y 是 赋 范 空间 ，{T,}) 是 一 列 X 到 Y 的 有 界线 
性 算 子 . 若 对 每 个 EX, limT,x 存在 , 则 : 

(1) 存在 常数 M, 使 得 1T< Mn 之 1). 

(2) Tx = limT,z 是 有 界线 性 算 子 , 并且 TH < lim Tl 


证 明 《1) 由 于 对 每 个 zEX, lim7T,z 存在 , 故 supllTzll< ce. 根据 共鸣 定理 
sl 
得 到 sup 1 全, 天 ce. 


(2) 显然 工 :X 一 了 是 线性 的 . 根据 结论 (1), 存在 常数 M, 使 得 11Til 入 Mn 三 1). 
于 是 
lzl= limlTzl< lmlTllzl< MIlzl, zexX. 


这 表明 工 有 界 ， 并 且 1711 < lim i 一 
共鸣 定理 有 很 多 应 用 . 下 面 举 几 个 例子 . 


例 1 设 1<<p 一 oo, a 二 (a,) 是 一 数列 . 车 对 任意 x 一 (z,) El?, 级 数 3az， 
都 收 合 . 则 aE4, 其 中 轧 开 十 0 二 1 
证 明 。 对 每 个 自然 数 n 令 f(x) = > azi, x 二 (zi) El 则 所 是 1 上 的 
线性 泛 了 清 .由 H6lder 不 等 式 得 到 
fa = |Daird< (3 1al')* (D5) Jal) 
i 让 i=1 


< (Fal) zh,. 


imwl 
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因此 六 有 界 ， 并 有 NA. 过 (3 al')i 不 妨 设 >， [ul 关 0( 否 则 f= 二 0, 从 而 中 大 


一 0). 令 


工 一 《人 > lo lal'-!'sgna, la !sgnas ss, |a,l sgnan 0, ). 
I 


则 xEW, 并 且 ( 注 意 到 (g 一 1)p = gq) 
zl = 的 lod) t(D lal Dr) = 1. 
f(z) = E> lol 到 人 lojra, 
= (六 = (六 


因此 中 = (六 |al")*. 由 假设 条 件 ,对 每 个 一 (z,)E， 级 数 > ouz, 收 伍 . 这 
表明 limf,(z) 存在 ,根据 共鸣 定理 的 推论 ,sup .| < ce， 于 是 
Dla) = sup(D lol) = soplfl < = 
因此 4 = (4u.) EW. 国 
上 述 结论 对 于 p 一 1 也 成 立 。 即 如 果 对 任意 z 一 (z,) E 有， 级 数 > auz, 收 生 ， 


则 a = (a,) El”. 
下 面 讨论 共鸣 定理 的 另 一 应 用 , 机 械 求 积 公 式 的 收敛 性 . 在 定 积分 的 近似 计算 
中 , 经 常用 下 面 这 样 的 公式 求 积分 的 近似 值 : 


[zWar Aozln)+ hz yA (2.2.1) 
其 中 4 = 二 4 二 二 t= 二 5 是 区 间 [a,5b] 的 一 个 分 割 . 例如 矩形 公式 


2 一 [zco) zt) + zB 


Bs 
| I(t)dt 过 


梯形 公式 


b—a 
2n 


和 Simpson 公式 等 都 是 这 样 的 公式 .现在 考虑 在 什么 条 件 下 ， 当 分 割 越 来 越 细 时 ， 
用 式 (2.2.1) 计算 的 近似 值 越 来 越 接近 于 | =(z)d: 的 值 


给 定 一 列 分 点 组 4a = #5? 二 ti 过 下 二 ti™ 二 5 和 一 列 数 组 A,o， A A 
(n= 二 1,2,…), 设 z= 二 z(t1) Ef[u,b1], 令 


[za Te) Bx) 4 + 2 ) + ed 
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fx) = Arorlth® )+ Anzlti? )+ tT A T(t ). 
上 式 称 为 机 械 求 积 公式 .上面 提 到 的 问题 相当 于 在 什么 条 件 下 , 成 立 
limf,(z) = | za. 
定理 2.2.3 《机 械 求 积 公式 的 收敛 性 ) 机 械 求 积 公 式 对 任意 zECLa,6] 收敛 于 
| zcopdz 的 充分 必要 条 件 是 : 


(1) 存在 常数 M, 使 得 > |Aw| < MCn = 1,2,…). 


(2) 对 每 个 多 项 式 p(t),， 有 limf,(p) = pCDdt. 
证 明 对 每 个 下 整数，/,(z) 是 C[a,5] 上 的 线性 泛 画 ,由 于 


如 友 
| 六 (zl 去 > 14 max |z(Cb)| = >， |A : lzll, 
k=0 a k=0 


故 |f,1 志 >) |4w|. 另 一 方面 , 取 zo。 EC[a,6b], 使 得 zo (ii?) = sgnAn(k 二 0,1， 
Re) 并 且 中 zol 一 1. 则 


如 
fl [fCzo)| = 2) |Al. 
k=0 


因此 ,1 = i [Awx|. 车 机 械 求 积 公式 收敛 , 则 对 每 个 xECLa,5]，f,(x) 收敛 . 根 
据 共鸣 定理 ， 


下 


sup > ， 14| = sup lf,ll = ce. 


nl k=0 
因此 (1) 成 立 . (2) 是 显然 的 . 
反 过 来 , 设 条 件 (1) 和 (2) 成 立 . 根据 Weierstrass 定理 ,对 任意 zxEC[a,o] 和 
e 盖 0，, 存在 多 项 式 p(t), 使 得 


lz—pl= max lz — p(t) |< e. 2022 
利用 式 (2.2.2) 和 条 件 (1) 得 到 
| 由 ze 天 ea 


b b [2 
二 fzcwar— | coal+ | pdt— fp)|+ [IF Co) — fz) 


6 名 
丢人 一 4)e 十 | pdt— fCp)|+ [3 Au Cp )— xc ))) 
- k=0 


b 
过 (一 ae 十 | p(t) dt— 四 + Me. 
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由 于 条 件 (2), 存在 N 二 0, 使 得 当 n 守 N 时 ， 上 式 右 端的 中 间 一 项 小 于 e, 从 而 
lim/f,(z) = [zar. 着 
例 2 (Fourier 级 数 的 发 散 问 题 ) 我 们 证 明 对 每 个 E[ 一 "x, "1], 存在 [一 x,， "1 上 
的 连续 函数 x(z), 使 得 x(z) 的 Fourier 级 数 在 加 处 发 散 . 设 x(2) 的 Fourier 级 数 为 
X(t) ~ 了 十 5 (axcos kt + bisin kt ), 
其 中 
CA 一 二 | X(t)}cos ktdt, k= 0 1 2 
开 J 一 
站 二 二 | zcDsin Fs PR Pe 


其 前 ”十 1 项 的 部 分 和 为 
S.(X) (1) 二 万 2 十 3 (Ux COs kt + brsin kt ) 


2 = 去 | el ha nd 


sin 二 (一 s) 


2 
不 失 一 般 性 , 我 们 对 t。 = 0 证 明 所 述 的 结论 ， 对 每 个 二 1,2,…, 令 


1 sin(n 十 去 ) 
f(x) = S,(z) (0) = 去 | —— sds, zeEC[_r， a]. 


sin 5 
2 


类 似 于 $ 2.1 中 例 6, 可 以 证 有 是 C[ 一 x, x] 上 的 有 界线 性 泛 函 , 并且 


i 
ll= 去 上 eal ds 
SID -3 


2 


若 所 述 的 结论 不 成 立 , 则 对 任意 zxEC[ 一 r, x]，S, (zx) (0) 亦 即 f,(z) 都 收敛 . 根据 
共鸣 定理 的 推论 ， 应 有 sup lf 中 二 oo. 但 实际 上 


}) 
zr |sin{ ni 二 
lt, l= 却 - Sa :oe 过 | nt | 
sin sint 


pF 加 和 (Zr+t LD)x 
Sh el gq=i[ lsine | gy ~ oo Ce 一 co)， 


这 个 矛盾 说 明 存 在 z(t) ECL[ 一 xn, ,使 得 f,《x) 发 散 , 也 就 是 z(1) 的 Fourier 级 数 
在 如 一 0 处 发 散 . 
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S 2.3 逆 算 子 定理 与 团 图 像 定 理 


道 算 子 定理 是 泛 函 分 析 中 的 另 一 基本 定理 . 利用 逆 算 子 定 理 容 易 得 到 重要 的 闭 
图 像 定 理 . 与 共鸣 定理 一 样 , 逆 算 子 定 理 依赖 于 Baire 纲 定理 , 因而 需要 空间 的 完备 
性 条 件 ， 从 直观 上 看 ,共鸣 定理 和 逆 算 子 定理 的 结论 都 不 明显 ， 因 而 它们 具有 不 寻 
常 的 深刻 性 . 

2.3.1 ” 逆 算 子 定理 

设 X,Y 是 赋 范 空间 , 工 :X 一 Y 是 线性 算 子 . 若 工 是 一 对 一 映 上 的 , 则 工 存 在 
道 算 子 了 :Y 一 X, 容易 知道 工 ” 也 是 线性 的 . 一 般 地 , 当 工 有 界 时 工 一 未 必 有 界 . 
现在 的 问题 是 , 在 什么 情况 下 T-: 有 界 . 逆 算 子 定理 表明 , 若 X 和 YY 都 是 完备 的 ， 
则 并 : 是 有 界 的 .为 证 明 逆 算 子 定理 ， 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 2.3.1 设 X,Y 是 Banach 空 间 , 工 :X 一 立 是 映 上 的 有 界线 性 算 子 . 则 对 任 
意 ”~ 二 0, 存在 es 盖 0 使 得 

Ury(0，s) C TUx(0, 7), 

其 中 Ux(0, r) 和 Uy(0, e) 分 别 表示 X 和 Y 中 零 元 的 邻 域 . 

证 明 ” 先 证 明 存 在 6 > 0, 使 得 对 任意 > 二 0 

Uy(0, ro) C TUx(0, 7). (C2:331) 
由 于 X 一 U Ux(0,m), 是 映 上 的 , 因此 Y = TCX) =U TUx(0,n). 因为 Y 是 完 
备 的 , 根据 定理 1.5.5, Y 是 第 二 纲 集 . 所 以 存在 nw 使 得 TUx(0,m)" 闫 你 . 于 是 存在 
某 个 开 球 U(yo ,DD C TUx(0 ,no). 令 和 一 也 ， 下 面 证 明 Uy (0, 9) 全 TUx(0, Le 对 
任意 vy EUy(0， 0)， 由 于 . 
YT noy, yO— noy EUy(Yo ,DC TUx (0,n), 

因此 存在 Ux (0,m) 中 的 序列 zx, 和 zz, 使 得 Tz 一 为 十 my，Tz 一 为 一 加 人 令 昼 二 


To 一 Ta 


2no 9 则 Un EUx(0， 1) 并 且 Tu, ~ 故 yETUx(0， 1). 这 就 证 明了 Uv(0， 0) ( 


TUx (0, 1). 于 是 对 任意 7 守 0， 
Uy(0, r6) = rUy(0, 0) CrTUx(0,1) 
一 riUx(0, 1) = TUx(0, fs 


此 即 式 (2.3.1). 
下 面 证 明 引 理 的 结论 , 任 取 y。 EUy (9， 子 ). 由 式 (2.3.1) 知道 


wo, 外 二 可 


56 泛 函 分 析 

故 ETUx(0, 去 ). 因此 存在 EUx(0, 去) 使 得 1 一 Tril<< 苑 .于 是 
y=y Tri EUy(0, 如 )- 

由 于 式 (2. 3. 1) ,Uy(0， 人 2) c TUx(0, 去 )， 因此 存在 zs E Ux (0, 辫 ), 使 得 


1 一 Tzall 过 这 . 于 是 


6 
= Mi Tx; = Yo 一 T(Czi 十 zz) <eUv(0， 去 外 


如 此 进行 下 去 ， 得 到 一 个 序列 x EUx( 0, 志 )(n 一 1,2,…)， 使 得 


6 
y, = yo — Ti+ zt,) EUr(0， pr (2.3.2) 


由 于 站 zl < 六 去 = 1 而 是 完备 的 ,因此 级 数 >"z, 收 化 令 z 一 x， 


n=l Ml 


则 lizol 之 iz, 二 1. 另 一 方面 , 由 式 (2.3.2) 知道 w 一 0. 由 工 的 连续 性 , 有 


yo 一 limTGCz 十 zz 十 … 十 rn) 一 Tzro. 


而 xsEUxC0,1D， 故 yoETUx(0,1D, 这 表明 Uy (0， F)c TUx(0,1). 于 是 对 任意 
7 六 二 0， 


or(o， 号 )= "Us (0, F)ErTUxC0, D = T0070 


令 s 一 字 ， 则 Uy(0, E) Ce TUx(0， [由 | 


定理 2.3.2 ( 逆 算 子 定理 ) 若 X,Y 是 Banach 空间 , :XX 一 Y 是 一 对 一 映 上 的 
有 界线 性 算 子 , 则 T"! 是 有 界 的 . 
证 明 ”根据 引 理 2.3.1, 存在 gs 二 0 使 得 
Uv(0, e) CTUx(0，1)， 


于 是 TUr(0， E) CUx(0,1)， 即 对 任意 yEUy(0， E)， 有 T-!y€EUx(0,1). 从 而 对 任 
意 yEY, 必 有 | "(5 各 1】 < 亦 即 1T-'yl 二 之 Ibl. 这 表明 了 -! 是 有 界 的 . 


下 面 的 开 映 射 定理 是 比 逆 算 子 定 理 更 一 般 的 结果 ,为 些 先 给 出 一 个 定义 . 

定义 2.3.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 , T:X 一 Y 是 线性 算 子 . 若 工 将 X 中 的 每 个 开 
集 映 射 为 Y 中 的 开 集 , 则 称 工 为 开 映 射 , 

定理 2.3.3 ( 开 上 映射 定理 ) 设 X,Y 是 Banach 空间 , T:X ->Y 是 映 上 的 有 界线 
性 算 子 , 则 工 是 开 映 射 . 
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证 明 设 A 是 X 中 的 开 集 , y 二 Tr ET(A) (xzEA). 由 于 A 是 开 集 , 故 存在 
rr 之 0 使 得 U(x, r) CA. 根据 引 理 2.3.1, 存在 e 记 0 使 得 Uy(0, e) CTUx(0， 门 . 
显然 

UC(y, e) = y+ Uy(0, e), U(xz, 7r) = xX+Ux(0, 7r). 
而 工 是 线性 的 , 因此 TU(zx, r) = Tz 十 TUx(0, 7). 于 是 
Tzr+Uy(0, s) CTr 二 TUx(0, r) = TUC(z, 7) CT(A). 


所 以 y 是 T(A) 的 内 点 . 这 表明 TC(A) 为 开 集 ， 从 而 工 是 开 映 射 ， 国 

由 开 映 射 定理 可 以 推导 出 道 算 子 定理 . 事实 上 , 由 于 工 是 一 对 一 映 上 的 ,对 任 
意 ACX, 有 (T) 一 (4A) = T(A). 另 一 方面 , 根据 开 映 射 定 理 , 在 逆 算 子 定理 的 
条 件 下 , 工 是 开 有 映射 的 . 于 是 当 A 是 X 中 的 开 集 时 ，(T-)-:(4) 是 了 中 的 开 集 . 再 
由 定理 1.4.9 知道 T: 是 连续 的 . 


推论 2.3.4 ” 设 小 小 , 小 由 是 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 , 使 得 X 关 于 两 个 范 数 都 
成 为 Banach 空间 . 车 存在 a > 0 使 得 Hzjl; 三 ajzh(z EX), 则 存在 5 二 0 使 得 
lzh < 6lzrll, xEX. (2.3.3) 


证 明 ”考虑 X 上 的 恒 等 映射 
T:(X, 1:|1) — (X, ||.|,), Iz 一 工 
IT 是 一 对 一 映 上 的 线性 算 子 ,并且 zl == 上 zlls 三 allz 员 . 因此 1 是 有 界 的 . 根据 逆 
算 子 定理 ， 三 : 有 界 . 从 而 
lzlh 三 站 [zh |77 zll. 
令 5 二 17 |, 则 56 守 0, 并 且 式 (2.3.3) 成 立 ， 站 


推论 2.3.4 表明 ， 如 果 两 个 范 数 都 使 X 成 为 Banach 空间 ， 只 要 这 两 个 范 数 是 可 
以 比较 的 , 则 它们 一 定 是 彼此 等 价 的 . 这 与 8 1.5 中 有 限 维 空间 的 情况 形成 对 照 . 


2.3.2 ” 闭 图 像 定理 
先 定义 乘积 空间 . 设 XX 和 Y 是 两 个 距离 空间 . 令 
XXY= {(x,y) :TEX, yEY}. 
对 任意 (zi ;Y1), (Xs yy2) EXXY, 令 
d((zx1,Y1), (Zs »，Y2)) = (d (zi ys 》2 二 +d(y yy )2 ) 查 ， 


容易 验证 d 是 X XY 上 的 距离 , 称 距离 空间 (X XY, d) 为 X 与 Y 的 乘积 空间 . 
现在 设 X 和 Y 是 两 个 赋 范 空间 . 在 XXxY 上 定义 加 法 和 数 乘 如 下 ; 


(ziy yi1) 十 (zzyyz》 = (Xx 十 7Zz， Yl 十 ys)， a(zx,y) 一 (az， ay). 
则 XxXY 成 为 线性 空间 . 在 XxY 上 令 
Czy l= dr +lyl)i, (x,y) EXXY. 
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则 ji 是 XxY 上 的 范 数 ， 称 赋 范 空间 (X XY, ] 1) 为 X 与 Y 的 乘积 空间 . 

由 胰 积 空间 上 的 距离 或 范 数 的 定义 容易 知道 , 车 (x,，y,) 是 X XY 中 的 序列 ， 
(zx1y) EXXY, 则 (z,，y,) 一 (zy) 当 且 仅 当 zx, 一，y, 一 y. 又 容易 知道 XXxY 
完备 当 和 且 仅 当 X 和 Y 都 完备 . 

定义 2.3.2 ” 设 X 和 Y 是 距离 空间 , T:X 一 Y 是 X 到 Y 的 映射 . 称 XXY 的 子 集 

GT)= {(z,y) :TEX, y= Tr} 
为 工 的 图 像 . 车 G(T) 是 XxY 中 的 闭 集 , 则 称 工 为 闭 算 子 . 
特别 地 , 若 f(x) 是 定义 在 区 间 [a,6] 上 的 实 值 函数 , 则 映射 了 :[a,5] 一 Ri! 的 图 像 
G(f) = {(z,y) :x ELab]), y= f(z))} 


就 是 平面 上 的 曲线 y = f(z). 


若 X 和 YY 是 赋 范 空间 , TT:X 一 Y 是 线性 算 子 , 则 G(T) 是 XXY 的 线性 子 空间 . 
因此 按照 XxXY 上 的 范 数 , G(T) 也 是 赋 范 空间 . 

定理 2.3.5 设 X 和 Y 是 距离 空间 , T:X 一 Y 是 X 到 YY 的 映射 . 则 : 

(1) 工 是 闭 算 子 当 生 仅 当 对 X 中 任 一 序列 {zx,), 车 一 工 ; Tr 一 y, 则 y= 了 Tz. 

(2) 连续 算 子 是 闭 算 子 . 

， 证 明 (1) 设 工 是 闭 算 子 . 当 z, 一 ,Tz, -> yy 时, (x,，Tx,) 一 《x,y). 由 于 

(zs， Tr,) EG(T)，, 而 G(T) 是 闭 集 , 因此 (x,y) EGGCT)， 从 而 > == Tz. 

反 过 来 , 设 (z,， yn) EGC(T), (zr y) -> (TI,Y), 则 Zz, > xX, Tz, = y, 一 y. 由 
假设 条 件 有 > = Tr. 故 (z,y) EG(T). 这 表明 G(T) 是 闭 集 ， 因 此 工 是 闭 算 子 . 

(2) 设 T:X 一 Y 连续 . 车 z 一 ,Trx, 一 y， 由 本 的 连续 性 知道 Tr, -一 Tr, 从 
而 y= 二 Tx. 由 结论 (1) 知道 了 是 闭 算 子 . 面 

一 般 情况 下 , 闭 算 子 未 必 是 连续 的 . 

例 1 设 C [a,j 是 在 [a,5] 上 具有 连续 导数 的 落 数 的 爹 体 . 作为 C[a, 归 的 子 
空间 ，C?[a,5] 成 为 赋 范 空间 . 考虑 算 子 

D:CVv[fa,bl ~—> Cla,b], (Dx) (1) = rx’(1). 


在 $2.1 例 4 中 已 知 DD 不 是 有 界 的 . 但 品 是 闭 算 子 . 事实 上 , 设 {zx} 是 CY[a,5] 中 
的 序列 ，z, 一 x，Dz, 一 y, 由 $1.1 例 6 知道 zs(i 在 [ce, 纪 上 一 致 收敛 于 xn， 
Zi) 二 《Dz,) (bo 在 La,5] 上 一 致 收敛 于 y(t). 另 一 方面 ,由 数学 分 析 中 熟知 的 一 
致 收敛 函数 列 的 性 质 , 此 时 有 y(t) = zx'(t) (1€E [a,b]), 即 y 二 Dz. 根据 定理 2.3. 
5, DD 是 闭 算 子 . 

下 面 的 定理 表明 , 当 X 和 YY 都 是 Banach 空间 时 , 例 1 的 情况 不 会 发 生 . 

定理 2.3.6 〈 闭 图 像 定理 ) 设 X,Y 是 Banach 空间 , T:X >Y 是 线性 算 子 . 若 工 
是 闭 算 子 ， 则 工 有 界 . 

证 明 由 于 X,Y 是 Banach 空 间 , 故 XXY 是 Banach 空 间 . 车 本 是 闭 算 子 , 则 
G(T) 是 闭 集 , 因而 G(T) 是 Banach 空间 . 定义 算 子 
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P:G(T)— X, ， (zy TYZ) re。 
则 已 是 线性 的 ,一 对 一 映 上 的 . 由 于 | 
Pz TON = zl < zl + = Cr, Tr) 


故 忆 是 有 界 的 , 并 且 |P1 入 1. 根据 逆 算 子 定理 , P 一 :X 一 GCT)，Zzr(CzyTr) 是 
有 界 的 . 从 而 对 任意 工 EX， 
Tz < dz +lTrl Dz = |r, Tx) = IP7zl llP7 zll. 

这 表明 工 是 有 界 的 . 国 

闭 图 像 定理 在 证 明 线性 算 子 的 有 界 性 时 是 常常 用 到 的 . 有 时 要 直接 验证 一 个 线 
性 算 子 工 的 有 界 性 比较 困难 . 若 工 的 定义 域 空间 各 值 空间 都 是 Banach 空 间 , 根据 闭 
图 像 定 理 ， 只 要 能 证 明 工 是 闭 算 子 , 则 工 就 是 有 界 的 . 下 面 给 出 一 个 例子 . 

例 2 设 T 是 L:[0,1] 上 的 有 界线 性 算 子 . 若 工 把 连续 函数 映 成 连续 函数 ， 则 
全 限制 在 CL0,1] 上 是 有 界 的 . 

证 明 ”由 于 C[L0,1] 是 完备 的 , 根据 闭 图 像 定理 , 为 了 证 明 工 有 界 ,， 只 需 证 明 工 
是 C[0,1] 上 的 闭 算 子 . 设 r,，zEC[0,1], 并 且 在 C[0,1] 中 z 一 z,Tz 一 y 我 
们 证 明 Tz = y 对 任意 s > 0, 存在 N > 0 使 得 当 > N 时 


Max Iz — z= lz, — ze < e. 
于 是 当 n> N 时 ， 
1 - 1 
| zx, — zllzc0) = (| |zx, (2) 一 zCGDl?dt) 去 (| sd) = &, 


因此 z, 在 L*[0,1] 中 收敛 于 x， 由 于 了 T 在 L*[0,1] 上 有 界 , 故 Tx, 在 L*[0,1] 中 收 
钱 于 Tr. 根据 推论 1.3.6, 存在 (Tx,) (7) 的 子 列 (Tzx, ) (1) > (Tr) (+) a.e. 但 在 C 
[0,1] 中 Tx, 一 y, 这 等 价 于 (Tz,) (7) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 y(t). 故 必 有 (Tz) (2) 
二 y(t) a.e. 这 蕴涵 对 任意 t+€E[0,1],， 《Tzx) (zt) = y(t) (因为 (Tx) (zt) 和 y(t) 都 是 连 
续 函 数 )， 从 而 Tr = y. 这 就 证 明了 了 是 CL0,1] 上 的 闭 算 子 . 加 


32.4 Hahn-Banach 定理 


Hahn-Banach 定理 是 泛 表 分 析 中 的 一 个 基本 定理 . 这 个 定理 与 共鸣 定理 , 开 映 
射 定 理 一 起 称 为 泛 函 分 析 的 三 大 基本 定理 . 从 Hahn-Banach 定理 可 以 得 到 许多 重要 
的 推论 ，Hahn-Banach 定理 实际 上 是 一 个 纯 代 数 的 定理 ， 这 个 定理 本 质 上 并 不 依赖 
于 空间 的 拓扑 结构 . 这 与 共鸣 定理 和 开 映 射 定理 形成 对 照 . 

定义 2.4.1 设 X 是 一 线性 空间 . 车 p 是 X 上 的 实 值 函 数 , 满足 

(1) p(xz++y) Spr) + py) (rt,y EX). 

(2) plaxr) = ap(z) (TE X, o> 0). 

则 称 p 为 X 上 的 次 可 加 正 齐 性 泛 画 . 


和 一 


定义 2.4.2 设 X 为 线性 空间 . 车 pp 是 X 上 的 实 值 晴 数 , 满足 : 

(1) p(x) 0(rE XX); 

(2) plaxr) = |alp(lx) (rE X, a€ER); 

(3) pl(r+y) Ppr) + ply) (ry EX), 
则 称 户 为 X 上 的 半 范 数 . 

注 1 若 户 是 半 范 数 , 则 由 半 范 数 的 性 质 (2) 得 到 

力 (0) = p(0.0) = 0.p(0) 一 0. 
但 反 过 来 , 当 p(xz) = 0 时 不 必 有 x 二 0. 若 p 是 半 范 数 , 并 且 p(x) 二 0 蕴涵 xz 二 0， 
则 p 就 成 为 范 数 . 此 外 ， 类似 于 范 数 的 性 质 , 由 半 范 数 的 定义 还 可 以 推出 
[p(x) — pW pr my) (x,y EX). 

此 外 , 半 范 数 也 是 次 可 加 正 齐 性 泛 函 . 

设 M 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 ，f 是 定义 在 M 上 的 有 界线 性 泛 函 . 那么 了 是 否 可 
以 延 拓 为 全 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 ,并 且 保 存 范 数 不 变 . Hahn-Banach 定理 断言 这 
是 可 以 做 到 的 . 实际 上 我 们 要 讨论 更 一 般 的 情形 ， 即 线性 空间 上 的 线性 泛 函 的 受 控 
延 拓 . 因此 下 面 介 绍 的 Hahn-Banach 定理 包 括 几 个 相关 的 定理 . 其 中 定理 2.4.1 的 证 
明 需 要 用 到 半 序 和 Zorn 引 理 的 知识 , 在 附录 中 作 了 介绍 . 

定理 2.4.1 (Hahn-Banach) 设 X 是 实 线性 空间 ，M 是 X 的 线性 子 空间 , p 是 X 
上 的 次 可 加 正 齐 性 泛 函 . 车 fo 是 M 上 的 线性 泛 函 , 满足 f(z) 过 p(x) (xEM), 则 
存在 X 上 的 线性 泛 函 三 使得， 

(1) f(x) = fo(x) (xz EM); 

(2) f(x) 委 plx) (zr EX). 

证 明 ”分 两 个 步骤 . 

(GD 不 妨 设 M 尖 X. 任 取 ro EXNM, 设 M = span(Czo ，M) 是 由 M 和 < 张 成 
的 线性 子 空间 ， 即 

ME {z 一 z 二 tro:zEMtER)}. 


对 任意 x’E M1， xz’ 的 分 解 式 z' 一 工 十 zz。 是 唯一 的 . 事实 上 ， 若 zx' 还 可 以 分 解 为 
XT’ 二 区 十 txos 则 工 一 zi 一 (一 四 zo. 若 上 天 站 则 癌 一 (一 六 -xz 一 站 )EM. 
这 与 ze E XNM 了 矛盾 . 因此 必 有 + 二 ,从 而 == zi. 

对 于 任意 常数 c, 令 

fi(z’) = folz)+itc, rx’ = r+itro EM,. -I G2 

不 难看 出 有 是 Mi 上 的 线性 泛 函 . 并 且 当 xzEM 时 , fi(x) = fo(zx). 

下 面 证 明 ,可 以 适当 选择 式 (2.4.1) 中 的 常数 c, 使 得 f1 (zx’) 过 p(xz') (zx'EM,). 
对 任意 x,y€ M, 由 于 

folT)+ foly) = folrt+y) prt+y plr— zo) 十 plzo 十 y)， 


第 2 章 有 界线 性 算 子 61 
于 是 f(z) 一 p(x 一 zo) 声 plzo 十 y) 一 fo(y). 因而 存在 常数 c 满足 
sup[ fo (xz) — plz— xo) ee inf [p(xo 二 >) fo(y)]. (2.4.2) 
EM YE? 


现在 取 定 c 满 足 式 (2.4.2). 设 zx’ = z 十 zzuEMi. 车 t 汪 0, 在 式 (2.4.2) 的 第 二 个 不 
等 式 中 用 zz 代替 y， 得 到 p(xzo 十 1™1X) 一 h(t71x) 宇 c， 两 边 乘 以 心 利用 p(x) 的 
正 齐 性 得 到 p(izx。 十 z) 一 矿 Cz) 伍 tc. 从 而 

万 (z) = folx) Tic pl(r+iro) 一 力 (Z/). 


若 上 一 0, 在 式 (2.4.2) 的 第 一 个 不 等 式 中 用 一 1"'z 代替 xz, 得 到 
fol—t Tz) — p(t rT). 
两 边 乘 以 一 上 得 到 一 fo(zx) 十 pl(r 十 tro) 宇 tc. 从 而 
fi(z) = fol(x)+ic pr+itro) = pz). 


当 t = 二 0 时 , xz’ = zxE€M.， 此 时 由 假设 条 件 得 到 
fi(r’) = folr) < p(x) = pl(r’). 


因此 刻 是 fo 从 M 到 MM 上 的 延 拓 , 并且 满 足 用 (x) 过 p(x) (rEM). 

(ii 设 G 是 所 有 满足 如 下 条 件 的 线性 泛 函 g 的 全 体 : 

@ g 的 定义 域 D(g) 二 Mi 

@g 是 fo 在 Dl(g) 上 的 延 拓 , 并 且 当 zED(CS) 时, g(x) plz). 
在 G 上 定义 半 序 ; 当 D(C(g1) C D(gs), 并 且 gs 是 gi 的 延 拓 时 , 规定 g; < g:. 容易 
验证 这 样 定义 的 关系 “<” 是 G 上 的 半 序 . 

设 Go 是 G 的 全 序 子 集 . 令 

D 三 扑 . Dl(g), 


则 号 是 线性 子 空间 . 在 D 上 定义 泛 函 hh 如 下 :车 iED, 则 存在 gE€Go 使 得 TED(g)， 
此 时 令 hz) = g(xz). 由 于 Go。 是 G 的 全 序 子 集 , 容易 验证 的 定义 是 确定 的 , h 是 
nh 在 D 上 的 线性 延 拓 , 并 且 满 足 h(x) 过 p(xz) (xz ED), 因此 hEG. 显然 对 任意 
gEGo 有 gh, 即 hh 是 Go 的 上 界 . 这 表明 G 的 每 个 全 序 子 集 必 有 上 界 . 

根据 Zorn 引 理 , G 存 在 极 大 元 记 这 个 极 大 元 为 f, 我 们 证 明 DC(f) = X. 若 不 然 ， 
任 取 zo。E€ X\D( 有 . 由 步骤 (iD 所 证 , f 可 以 延 拓 成 为 M = span(zxo，D( 有 )) 上 的 线性 
泛 函 ， 记 为 有 ， 满足 fi (zx) 之 p(x) (rEM,). 这 样 ， A EG 并 有 f<f， 但 万 xf. 这 
与 了 是 极 大 元 矛盾 . 故 D(f) = X. 于 是 了 就 是 满足 定理 中 要 求 的 线性 泛 函 . 国 

现在 考虑 复 空间 的 情形 . 设 f 是 复线 性 空间 X 上 的 线性 泛 函 . 则 f 可 以 表示 为 

f(r) = f(r) tifs(r) (rEX), 

其 中 万， 户 分 别 是 f 的 实 部 和 虚 部 . 由 于 f 是 线性 的 , 容易 验证 f1 和 fs 都 是 实 线 
性 的 . 由 于 一 方面 


if (7z) 一 PCz) 一 户 (Cz) 一 一 万 (Cz) +ifi(z), 
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另 一 方面 ,由 于 了 是 线性 的 , 因此 
if Cx) = fliz) = filiz) +ifs (iz). 
比较 以 上 两 式 的 实 部 , 得 到 f, (x) = 一 fi(izx). 这 表明 f 的 虚 部 可 以 用 其 实 部 表示 
出 来 , 并 且 f 可 以 表示 为 
fr) = fi(x) —ifi (ir). 
注意 ， fh 不 是 复线 性 的 , 因此 一 般 说 来 h(ix) 关 ifi (x). 
当 XX 是 复 空 间 时 , X 上 的 线性 泛 函 是 复 值 的 . 由 于 复数 不 能 比较 大 小 , 因此 相 
应 的 延 拓 定理 要 作 一 些 修 改 . 下 面 的 定理 对 实 空间 和 复 空间 都 成 立 . 
定理 2.4.2 (Hahn-Banach) 设 X 是 ( 实 或 复 ) 线性 空间 , M 是 X 的 线性 子 空间 ， 
是 X 上 的 半 范 数 . 若 fo。 是 M 上 的 线性 泛 函 , 满足 | 六 (zj 过 p(x) (rEM), 则 存 
在 六 上 的 线性 泛 函 f，, 使 得 : 
(1) f(x) = fo lx) (x EM; 
(2) If plr) (xr EX). . 
证 明 先 设 X 是 实 空间 .由 于 
folz) < |fo lr) pz) (rEM, 
根据 定理 2. 4. 1， 存在 XX 上 的 线性 泛 函 f， 使 得 f(zx) = fo(xr) (x EMD, 并 上 且 
f(z) 过 p(x) (xz €X). 于 是 
— f(r) = f(—7r) pr) = pl(r) (rEX). 
因而 |F(zjl 科 pz)(CzEX). 因此 当 X 是 实 空间 时 ,定理 成 立 ， 
再 设 X 是 复 空 间 . 设 fo(z) = 用 (7z) 一 ifi(ix)(xEM). 将 X 和 M 都 视 为 实 空 
间 . 由 于 
fi(z) foe fw pz) (zeEM, 
根据 定理 2.4.1， 存 在 XX 上 的 实 线性 泛 函 FF), 使 得 Fi(z) = fi(x) (zx EMD), 并 且 
F(z) pr (rERX). 令 | 
f(z) = P(r)—iFi(ir) (rE X). 
则 了 是 线性 的 . 事实 上 , 对 任意 x,y EX， 
f(z 二 y) 一 RiCz 十 yy) 一 iFiz 十 iy)》 
= Fi(z) + FF(y) Cm— iF (iz) — iF, (iy) 
= f(z) 十 f(y). (2.4.3) 
若 a 为 实数 ， 则 
flar) = F(ar)—iF (iar) = aF (7) — aiF(iz) = af (x). (2.4.4) 
又 我 们 有 
fliz) = F(x) ~ i (ir) = F(zr) — iF(— zx) 
= F(x) — iF (rz)]= if(z). (2.4.5) 


第 2 证 : 有 条 二 性 基于 = ae oo 提 3 
于 是 当 4 = a 十 认 时 , 利用 式 (2.4.3), 式 (2.4.4) 和 式 (2.4.5) 得 到 
faz) = f(a Br) = flar)+ fuBr) 
= af(r)+iBf(rz) = Af (rx). 
这 表明 f 是 线性 的 . 当 xEM 时 
fx) 一 FiGz) 一 iFiz) = fi(r) ifi(liz) = folz), 
故 f 是 fo 的 延 拓 .对 任意 zEX, 设 f(z) ==re”，, 则 f(e ?rx) 一 e “f(z) 一 是 实 
数 , 因此 
If(x)|=r= fle xr)= Fi(e?r) < ple Yr) = pl(r). 

因此 f 即 为 满足 定理 要 求 的 线性 泛 函 ， 故 

定理 2.4.1 在 8$ 2.5 中 讨论 凸 集 的 分 离 性 质 时 有 重要 应 用 . 在 赋 范 空间 中 经 常用 
到 的 是 下 面 的 定理 2.4.3 及 其 推论 . 

定理 2.4.3 〈Hahn-Banach) 设 X 是 赋 范 空间 ，M 是 X 的 线性 子 空间 . f。 是 M 
上 的 有 界线 性 泛 函 . 则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 f， 使 得 : 

(1) f(x) = fo(x) (rx EM; 

C2) fH = Nfotiy. 
其 中 lfoliw 是 fo 作为 M 上 的 有 界线 性 泛 函 的 范 数 . 

证 明令 plz) ==|follv zi, 则 plz) 是 XX 上 的 半 范 数 , 并 且 

[fo Cz)|< lfollu llzil = plx) (rxr EM. 
由 定理 2.4.2, 存在 X 上 的 线性 泛 函 f，, 使 得 f(x) = f(z) (zxEM), 并 且 
Jf Cz) plz) = foliv lz (rE X). 
因此 f 有 界 , 并 且 上 fi 二 follx. 另 一 方面 
lfolly= sup |folz)|= sup |fOoD|S sup lf = ll. 
xEM, llxll<<1 x€E M, zl<1l lzlle1 


因此 fi = 1 由 zl、 国 

由 Hahn-Banach 定理 可 以 得 到 一 系列 重要 推论 . 

推论 2.4.4 ” 设 X 是 赋 范 空间 , z。E X, xo 关 0. 则 存在 f EX', 使 得 Wf 二 1 
并 且 f(zo) = || zoll. 

证 明 令 M= {azo :aEK}, 则 M 是 线性 子 空间 . 令 

folaro) = allzxo)l, T = azo EM. 
则 fo 是 M 上 的 线性 泛 函 ,由 于 对 任意 z= azxo EM 
|fo lz) = Jalllzol = lizll, 

因此 fo 在 M 上 有 界 并 且 1 Pi = 1. 又 f(x) = 上 zoll. 根据 定理 2.4.3, 存在 f EX* 使 
得 1 册 ==1oll = 1, 并 且 当 zEM 时 ,f(z) = fz), 特别 地 , f(z) = fx) = 二 zl 
| 

在 $ 2.5 中 引入 了 超 平面 的 概念 后 , 我 们 将 给 出 推论 2.4.4 的 几何 解释 . 


ggegaaemieaoieaaegaiagiaiiia enet 和 全 


推论 2.4.4 表明 , 若 赋 范 空间 XX 关 {0}, 则 X" 取 {0}, 即 在 X 上 存在 非 零 的 有 
界线 性 泛 函 . 

推论 2.4.5 设 X 是 赋 范 空间 ，zi,zs EX，zrl 天 xz 则 存在 f € X*, 使 得 
f(x) A f(rs). 

证 明 由 于 x 一 x 关 0, 根据 推论 2.4,4, 存在 f € X*，, 使 得 

fxr) 一 FGzz) 王 fxz 一 za) 一 zi 一 zl 关 0， 

因此 f(x) 关 jzz)， 国 

推论 2.4.5 表明 赋 范 空间 X 上 有 足够 多 的 有 界线 性 泛 函 , 使 得 X 上 的 有 界线 性 
泛 函 可 以 区 分 X 上 的 不 同 的 元 . 

推论 2.4.6 ” 设 久 为 赋 范 空间 , zEX. 则 


lzl= sup |fCz)|. (2.4.6) 
feEX", /ls1 


证 明 ”只 和 需 考虑 zx 关 0 的 情形 . 对 于 任何 fe X*, Wfi 过 1, 有 
lfoa< lz lzll (rE X). 
于 是 sup |f(z)| 志 zll. 另 一 方面 , 由 推论 2.4.4, 存在 f EX" 使 得 上 fl == 1， 


JEX /ll 
f(z) 二 上 zl. 故 sup |f(zx)| 宇 lxll. 因此 式 (2.4.6) 成 立 ， 醒 
fex", lfi<1 


推论 2.4.7 设 X 是 赋 范 空间 , EE 是 X 的 线性 子 空间 , zo E XX, 并 且 
dlzxo,E) = inf ze 一 > 外 > 0. 
则 存在 f EX' 使 得 fl = 1, f(x) = 0(xEE), 并 且 FCzo) = dzo, 巨 )， 
证 明 记 d = d(zo,E). 令 M = span(zxo1E). 即 
M= {r= zxr+axro :TEE, a€EK)}. 


在 M 上 定义 
folr++aro) =ad, rEE,aEK. 


则 六 是 M 上 的 线性 泛 函 ,万 (z) = 0(z EE) 并且 (zo) = d. 对 任意 TEE, 当 a 关 0 
时 ， 一 二 z EE, 故 


d= infllz, —yl < “一 (- 二 |= z, + 
于 是 当 ZX 一 工 十 axo EM 时 
全 Geol= lald < al] + 到 | = er tzl = lel 


因此 f。 有 界 , 并 且 1 7 上 过 1. 另 一 方面 , 对 任意 e> 0, 取 yEE 使 得 zw 一 yl 二 de. 
则 
d= folzo) = folzo—y) Slifolllzo — ylfoll ld + e). 
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由 于 s> 盖 0 是 任意 的 , 因此 foll 宇 1, 从 而 ||foll = 1. 根据 Hahn-Banach 定理 , 存在 
ff EX'，, 使 得 上 fil == 中 foll = 1, 并 且 f(z) = f(z) (zr EM). 特别 地 ， 当 x EE 时 ， 
f(x) = jz) = 二 0. 又 fw) 二 及 (zw) 一 d， 因此 三 即 为 满足 定理 要 求 的 线性 泛 函 ， 国 

在 推论 2.4.7 中 取 五 = {0}, 就 得 到 推论 2.4.4 的 结论 . 因此 推论 2.4.4 是 推论 
2.4.7 的 特殊 情形 . 


2.5 凸 集 的 分 离 定 理 


本 节 利 用 Hahn-Banach 定理 推导 出 凸 集 的 分 离 定理 . 凸 集 的 分 离 定理 具有 明显 
的 几何 意义 ,在 涉及 凸 性 的 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 . 


2.5.1 四 集 与 超 平面 


定义 2.5.1 设 X 是 线性 空间 , A CC X. 若 对 任意 zx,yEA, 当 0 近 上 过 1 时 ,总 
有 女 十 (1 一 让 yE4, 则 称 4 是 凸 集 . 

换言之 , 车 当 0 志 1 这 1 时 , 总 有 :4A 二 (1 一 DACA, 则 称 A 是 凸 集 . 

例如 , 若 巨 是 X 的 线性 子 空间 , 则 已 和 xz 十 已 都 是 凸 集 . 若 X 是 赋 范 空间 , 则 
X 中 的 开 球 和 闭 球 都 是 凸 集 . 

定理 2.5.1 设 X 是 赋 范 空间 . 关于 X 中 的 凸 集成 立 如 下 性 质 ， 

(1) 任意 个 凸 集 的 交 是 凸 集 ， 

(2) 若 4 是 凸 集 , 则 ze 十 A 和 a4A(GcEK) 都 是 凸 集 . 

(3) 若 A 和 B 是 凸 集 , 则 A 十 日 是 凸 集 . 

(4) 若 4 是 凸 集 ， 则 所 和 4" 都 是 凸 集 . 

(5) 若 A 是 凸 集 , A* 夭 好 , 则 AC 有 AS. 

(6) 若 X 是 实 空间 ,4 是 非 空 开 凸 集 , f E X"Cf 关 0), 则 f(A) 是 直线 上 的 开 
区 何 ， 

证 明 (1)~ (3) 的 证 明 是 明显 的 . 我 们 只 证 明 (4)~ (6). 

(4) 设 A 是 凸 集 . 若 z,yE4, 则 存在 A 中 的 序列 {x,) 和 {y,) 使 得 x, 一 工 ,y, 一 y. 
对 任意 :E150,1]， 

z» = tr 二 (1—t)y, EA, 

并 且 x 一 女 十 (1 一 切 y 这 说 明码 十 (1 一 起 yEA. 因此 到 是 凸 集 . 

设 z,y EA”, 则 存在 > 0 使 得 U(zy r) C4,U(y，r) CA4. 设 


zx 一 此 十 (1 一 直 y(0 坟 1 声 1). 
我 们 证 明 U(z, r) CA. 对 任意 uwEU(z, 7), 令 
Zi 一 工 十 (一 z)，yi 一 yy 十 (一 z)， 
则 jz 一直 二 ju 一 zi 过 xr. 因此 zz EU(z, 站), 从 而 zt EA. 类 似 地 , yy EA. 于 是 
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& 一 zx 十 (一 2 一 红 十 (1 一 站 y 十 (一 z) 二 tr 十 (1 一 tn Eh. 
因此 U(Cz，r) CA. 从 而 z EA”. 这 就 证 明了 A” 是 凸 集 . 
(5) 先 证 明 若 mm € A*, x EA, 则 对 任意 0 和 1 过 1, yy 一 (一切 tm 十 巡 EA4. 选 
取 - 盖 0 使 得 U(z, 7) CA. 我 们 证 明 DGy，(1 一 br CA. 任 取 zEUly, (1 一 四 7)， 
令 闷 一 加 十 (一 四 二 (z 一 y)， 列 用 z 一 zl 一 (一 省 z 一 2 天 因而 x'EU (xo， 7) 
CA. 而 A 是 凸 集 , 故 
z 一 ?十 (1 一 站 (z 一 z) = (li)r+ir€eAh. 


这 表明 U(y，(1 一 六 Fr) CA, 从 而 vy€EA". 
现在 证 明 (5) 的 结论 . 设 zxEA4A. 任 取 xoEA". 设 0 达 二 1,t 一 1. 令 
Xn 二 《1 一 加)zo 十 (nn 一 1,2,..). 
由 上 面 所 证 , zx, EA*(n 二 1,2,"…). 由 于 xz, 一 x， 因此 zxEA5, 这 就 证 明了 ACAS. 
(6) 由 于 4 是 凸 集 , 容易 验证 f(A) 是 凸 集 、 而 直线 上 的 凸 集 必定 是 区 则 . 设 a 和 
2 分别 是 f(A) 的 左 、 右 端点 . 若 6E f(A), 则 存在 zEA, 使 得 f(x) = b. 由 于 了 上 天 0， 
故 存在 To EX 使 得 flxo) > 0. 因为 A 是 开 集 ， 存在 & >0， 使 得 z 十 exo EA. 于 是 
f(zx+eoro) = f(x)+e fr) = 0+ef(r) > 5. 


这 与 5 是 f(A) 的 右 端 点 蔬 盾 . 因此 5 了 f(A). 类 似 可 以 证 明 a f(A). 因此 f(A) = 
(a,b) 是 开 区 间 . 国 

车 A 和 B 是 平面 上 的 两 个 凸 集 , 并 且 A 门 B= 名, 则 存在 平面 上 的 直线 分 离 A 
和 B. 下 面 我 们 将 这 个 结果 推广 到 一 般 的 赋 范 空间 上 . 为 此 必须 先 明确 在 赋 范 空间 
中 所 谓 直线 和 平面 是 什么 样 的 子 集 . 

定义 2.5.2 设 X 是 线性 空间 , EC X. 

(1) 称 五 是 和 的 极 大 真子 空间 , 若是 X 的 真 线性 子 空 间 , 并 且 对 于 X 的 任 一 
线性 子 空 间 M, 当 ECM,E 关 M 时 , 必 有 M = X. 

(2) 称 玉 为 X 中 的 超 平面 , 若 忆 = x 十 M，, 其 中 zx EX, M 是 X 的 极 大 真子 空间 . 

例如 , 在 三 维 欧 氏 空间 R’ 中 , 过 原点 的 平面 是 极 大 真子 空间 , 任何 平面 都 是 超 
平面 . 在 平面 R* 中 超 平面 就 是 直线 . 

设 是 线性 空间 . 将 X 上 的 线性 泛 函 的 全 体 记 为 X'. 称 X 为 X 的 代数 共 轧 . 

定理 2.5.2 设 针 是 线性 空间 , EF CX. 则 : 

(1) 巨 是 X 的 极 大 真子 空间 的 充 要 条 件 是 存在 f E X'(f 关 0)，, 使 得 

E= {zr: f(z) = 0). 


(2) 玉 是 XX 中 的 超 平面 的 充 要 条 件 是 存在 fEX(f 关 0), 使 得 E= {x :f(x) = 必 )， 
其 中 < 是 常数 . 
证 明 (1) 必要 性 . 设 E 是 极 大 真子 空间 . 任 取 xoEX\E, 则 EC span(zo,E), 并 
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且 玉 关 span(xzo,E)， 由 于 EE 是 极 大 真子 空间 ,i 故 span(zxo,E) = X. 于 是 对 任意 

rEX, 工 可 以 唯一 地 分 解 为 工 一 Zi 十 Crzro， 其 中 Xl €E, a€K. 在 并 上 定义 泛 函 
f(z)=a,xr= Zaro EX. 


则 了 是 X 上 的 线性 泛 函 ,并且 巨 = {zr :f(zx) = 0}). 由 于 羽 闫 XX, 故 f 关 0. 
充分 性 . 设 存在 AEX'(f 关 0), 使 得 巨 = {z :f(x) = 0}. 则 EE 是 X 的 线性 子 
空间 . 由 于 f 关 0, 故 天 X. 设 M 是 线性 子 空间 , 并 且 ECM,EE 关 M. 任 取 


Xo EMN\E, 则 flz。) 关 0. 对 任意 x EX， 令 y= 一 FI 则 


a _ f(z) 
fly) = f(z) Fr fT) 0. 


因此 yEE. 从 而 z 一 y 十 万 苞 z。 EM. 这 表明 M = X. 因此 已 是 极 大 真子 空间 ， 


(2) 必要 性 . 设 歼 是 超 平面 , 玉 == zo 十 M，, 其 中 MM 是 极 大 真子 空间 ,由 (1) 的 结 
论 , 存在 FEX' (Cr 尖 0), 使 得 M= {zx:f(z) = 0}. 记 了 (zo)==c. 车 zxEE, 则 存 
在 z'EM, 使 得 z = zo 十 zx'. 于 是 
fx) 一 f(xo) 十 jz') 一 ec. 
反 过 来 ， 设 f(x) 一 (C. 令 工 三 TT 一 Xos 则 
flr’) = f(x)— f(zxo) = 0. 


故 zEM, 从 而 I= zo 十 x’' Exo 十 M = E. 因此 E= {x:f(x) = cc}. 
充分 性 . 设 存在 fEX(f 关 0), 使 得 E= {zx:f(7z)=c). 令 M= {zx:f(7x) 一 0)， 
由 (1) 的 结论 ，M 是 极 大 真子 空间 . 任 取 xo。€E EF. 则 fxo) = c. 我 们 有 
TEESOf(r— zx) = f(t)— fr) =0 
今 X 一 Zo EM 名 存在 x'EM, 使 得 x 二 zo 十 xz'. 
因此 E= zo 十 M. 故 巨 是 超 平面 , 看 
例如 , 设 f 是 Ri 上 的 线性 泛 函 . 则 f 可 以 表示 为 
f(7) = aizi + aszs + asrs, T= (zisxs Ts) ERi. 
所 以 R’ 中 的 超 平面 也 就 是 平面 , 可 以 表示 为 
{TT :f(z) = ce} = {ra tarzs ar: = cc}. 
其 中 是 任意 实数 . 当 c = 0 时, 得 到 过 原点 的 平面 也 就 是 R: 的 极 大 真子 空间 . 
例 1 在 2(l 达 pp 吕 ) 上 定义 泛 函 
f(x) = x r= (7) EL. 
显然 了 是 线性 的 . 因此 对 任意 实数 c 
{TEl :f(T) = c= {rE :r= (0c, ros Tyr)}, 
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{TEL :f(z) = 0 = {rE :x= (0, rx, Xs.")}, 

分 别 是 1* 中 的 超 平 面 和 极 大 真子 空间 . 

现在 我 们 可 以 给 出 推论 2.4.4 在 R" 中 的 几何 解释 . 设 S(0, 7) = {xz :xl 过 7)} 
是 R* 中 的 闭 球 ， zo 是 球 的 边界 {z :上 zl = 二 r+r} 上 的 任意 一 点 . 根据 推论 2.4.4， 存 在 
R* 上 的 线性 泛 函 f，, 使 得 上 fi = 1, 并 上 且 f(xo) = 中 zoll. 考虑 超 平 面 

L= {zx:f(x) = 7}. 

对 任意 zxXES(C0, 7), 由 于 f(z) 声 上 xl = 二 xl 迄 rr, 因此 球 SC0，r) 全 部 位 于 超 
平面 天 的 一 侧 ， 同时 由 于 f(xo) = zol = x， 因此 xz 在 超 平面 LL 上. 称 这 样 的 超 平 
面 为 zx。 的 支撑 超 平面 , 因此 推论 2.4.4 表明 , 对 球 SC0, 7) 的 边界 上 的 任意 一 点 zo， 
存在 其 支撑 超 平面 ， 如 图 2.5.1 所 示 . 


图 2.5.1 


2.5.2 ”四 集 的 分 离 定 理 
设 X 是 实 线性 空间 , 已 = {zx :f(zx) = c) 是 X 中 的 超 平面 . 称 {z: FGz) 二 c) 和 
{z :0z) 三 ec) 为 X 中 的 半空 间 . 设 A,BCX. 若 4ACtzr:rz) 扫 c} 或 ACT{z 
: f(z) 三 <c},， 则 称 A 位 于 超 平面 的 一 侧 . 车 A, B 位 于 E 的 不 同 两 侧 , 例如 
AC{zr:f(r) <e, BC{r:if(r) eo), 
则 称 A，B 被 超 平面 分 离 . 若 
AC{r:f(r) < ce}, BC{zr:f(r) > ee), 
则 称 A，B 被 超 平面 EE 严格 分 离 . 显然 , 在 平面 上 两 个 不 相交 的 凸 集 可 以 用 直线 分 
离 . 如 图 2.5.2 所 示 . 下 面 我 们 要 证 明 在 赋 范 空间 中 也 有 类 似 的 结论 . 为 此 先 做 一 些 
准备 . 
设 A 是 线性 空间 X 的 非 空子 集 . 令 
ApAA(CZ) = inf{t>0:r7EtA} (xzEX) 
(规定 inf 弛 = 十 ce), 称 pn(z) 为 A 的 Minkowski 泛 函 . 显然 0 过 内 (Cz) 委 十 co(CzEX)， 
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() 人 
f=<r fr f<r f>r 
(a) 


(b) 
2.5.2 


定理 2.5.3 ” 设 X 是 赋 范 空间 , A 是 X 的 凸 子 集 , 并 且 0EA". 则 : 
(1) pa《zx) 是 XX 上 的 次 可 加 正 齐 性 泛 函 . 
(2) ACI{zr:pa(rz) 达 1}. 车 A 是 开 集 , 则 
4 一 (z:pm(z) 二 1)， 
证 明 (1) 由 于 0EA4", 存在 es 二 0, 使 得 U(0, s) CA. 对 任意 zxEX,， 当 上 充 
分 大 时 ,tizEU(O,s) CA, 从 而 x EtA. 于 是 仁 六 0:zEl4A} 天 何 , 因而 ma(Cz) 
二 ceo. 这 表明 ja (zx) 是 在 X 上 取 非 负 实 值 的 泛 函 . 
由 0E€A 容易 知道 ka(0) = 0. 于 是 当 和 A 二 0 时 , pa (Xr) = ha(z)， 当 ) 二 0 时 ， 
对 任意 zxEX, 由 于 zxEtA 当 且 仅 当 AMz EhtA， 内 此 
Ha(CAz) = inf{s>0:A4rEsA} ( 令 一 At) 
= in{f{At >0:Ar EANA}= inf{At >0:rEtA} 
= Ainf{t>0:7rEt1A}= Apalz). 
因此 pz) 是 正 齐 性 的 . 设 zx,yEX. 对 任意 es 守 0, 存在 ~， 使 得 、 
0O<r<palz)te, Os<ua(y)t+e, 


并 且 zErA, yEsA. 此 即 基 EA, 立 EA. 由 于 人 是 凸 集 , 因此 


即 xz 十 yE(lr 十 5)A. 因而 
AaGCz 十 y) 委 r 十 yY< ja(X) 十 ja4(y) 十 2e. 


由 守 0 的 任意 性 得 到 pj4(z 二 yy) 二 pn4(z) 十 ja4(y). 
(2) 包含 关系 AC {xr:pa(x) 忒 1) 是 显然 的 . 现在 设 A 是 开 集 . 车 4 (xz) 二 1， 
则 存在 0 一 上 一 1, 使 得 zEtA. 由 于 4 是 凸 集 并 且 0EA4A, 因此 


T= (1—t) .0+t:EEA. 
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这 表明 {xz :pa(x) 二 1} CA. 反 过 来 , 设 xEA. 由 于 zx 是 A 的 内 点 , 显然 存在 e 二 0， 
使 得 (1 十 ezEA. 即 zE(1 十 6 A. 于 是 (Xx) 过 (十 7 过 1. 因此 AC It{r: 
Ka《X) 二 1}. 这 就 证 明了 A = (z :Jj4(7X) 二 1). 国 
定理 2.5.4 〈 山 集 的 分 离 定 理 ) 设 X 是 实 赋 范 空间 , A, B 是 X 中 的 非 空 凸 集 . 
(1) 车 A" 关 名 , 4° 几 B= 多. 则 存在 ff €X' 和 实数 r 使 得 


f(z) rfly), TEA, yEB. (2.5.1) 

f(z) rfly), EA, yEB,. (2.5.2) 

(2) 若 A 是 紧 集 , B 是 闭 集 , 并 且 A 人 3= 条, 则 存在 了 EX* 和 实数 7，, rz 使 得 
f(x) rn<r fy, TEA,yEB. (2.5.3) 


证 明 《1) 我 们 可 以 设 0EA". 若 不 然 , 任 取 zo E64", 令 At 二 A 一 ,Bi 一 B 一 
zo. 则 0EA?, A 和 Bi 仍 是 凸 集 , 并 且 A? 门 Bi = 名 . 车 存在 f EX* 和 实数 x 使 
得 f(z) 二 ni 声 f(y) (rxE€ A?, yE€Bi), 令 rr 二 f(zo) 十， 则 式 (2.5.1) 成 立 . 

现在 任 取 xo。€B, 令 C= A? 十 xo 一 B， 由 定理 2.5.1 知道 C 是 凸 集 . 由 于 开 集 
经 过 平移 后 仍 是 开 集 ， 因 此 

C a (A° 二 之) 

是 一 族 开 集 的 并 , 因而 C 是 开 集 . 由 于 0E€EA°, 故 0 = 二 0 十 zo 一 zo EC 此 外 zo&C， 
否则 存在 x € A” 站 B. 这 与 假设 条 件 A 门 B = 名 矛盾 . 

设 y(x) 是 C 的 Minkowski 泛 函 ， 由 定理 2.5.3, y(x) 是 X 上 的 次 可 加 正 齐 性 泛 
画 , 并 且 C= {zx :py(7z) 二 1)}. 由 于 xo C0, 故 p(xzo) 宇 1 

令 M= {txo :tER'), 则 M 是 X 的 线性 子 空间 . 令 

foltro) =t, r= tz, EM. 
则 是 M 上 的 线性 泛 函 ， 当 1 宇 0 时 
folt70) = tT) = ptro). 

当 上 <0 时 , 由 于 ptro) 守 0, 故 太 (tizo) 二 t 声 p(tro). 因此 f(z) 过 p(xz)(zEMD. 根 
据 Hahn-Banach 定理 (定理 2.4.1), 存在 XX 上 线性 泛 函 六 使 得 f(z) = f(x) (xzEM)， 


并 且 f(x) px) (xr EX). 
现在 证 明 f 是 有 界 的 . 由 于 C= {zr :u(x) 二 1), 因此 , 当 xECN (一 C) 时 有 
f(x) pz) 一 1， 
f(D)= 一 Z) 魏 A( 一 Z) 到 1. 
所 以 当 zEC 站 (一 C 时 ,| Fl<1. 由 于 0ECN (一 C, 而 Cn (一 C) 是 开 集 , 故 
存在 >>> 0, 使 得 U(0, CCN (一 C). 对 任意 zEX, zj 之 1， 当 证 0 充分 大 时 ， 


六 EVk0, > c Cn (一 〇 . 此 时 | 7( 症 | < 1 从 而 | fz) 二 大 这 表明 /是 有 界 的 
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对 任意 zxEA"，yEB, 由 于 x 十 zo 一 yE€EC，, 因此 
f(rz+zo—y) Curt+r my) 一 1 
注意 到 f(zxo) = fo(zo) = 1, 由 上 式 得 到 f(x) < f(y) (zx EA*, yEB). 根据 定理 
2.5.1(6)，f(A°) 是 开 区 间 . 因此 车 令 - = inf f(y)， 则 
f(z) < 去 Fo)，zEAo，yEB. 
即 式 (2.5.1) 成 立 . 由 于 A 是 凸 集 , 根据 定理 2.5.1(5), A C A 又 由 于 上 有 界 ， 
{z :f(x) 过 7) 是 闭 集 . 因此 ACA CC (zr:f(r) 之 r+}. 这 说 明 式 (2.5.2) 成 立 . 
(2) 由 于 4 是 紧 集 , B 是 闭 集 , 并 且 A 门 B= 名 ,由 习题 1 中 第 44 题 的 结果 ， 
a = d(A,B) > 0. 由 定理 2.5.1(3) 知道 A 十 U( 90, 号) 是 凸 集 ， 又 由 于 


二 


是 一 族 开 集 的 并 ,因而 是 开 集 . 显然 {A 十 U(0, 号 ))m B = 2. 根据 (1) 的 结论 ， 
存在 FE X* 和 实数 x。 使 得 

f(z) <n<fy), rEA+U(0, $), yeB. (2.5.4) 
由 于 A 是 紧 集 , /连续 , 故 在 A 上 可 以 达到 上 确 界 . 令 六 = supf(z), 则 存在 x EA， 


使 得 f(zo) = 二, 由 式 (2.5.4) 知道 i 二 7z. 当 zEA 时 , f(z) 过 4, 这 就 证 明了 式 
(2.5.3) 成 立国 
式 (2.5.2) 和 式 (2.5.3) 可 以 分 别 写 为 
AC{zr:f(r <r}, BC{zr:f(x) > 7}. (2.5.2') 
AC{zif(r) <n}, BC {zr:f(r) > r,}. (2.5.3’) 


式 (2.5.2') 说 明 4, B 被 超 平面 E 二 {zx :f(zx) ==+) 分 离 . 式 (2.5.3') 说 明 A,B 被 超 
平面 = {zx :f(z) = 二?) (ni 之 7 二) 严格 分 离 . 
在 复 赋 范 空间 也 成 立 凸 集 的 分 离 定 理 , 不 过 在 形式 上 要 咯 作 修改 . 
定理 2.5.5 《〈 凸 集 的 分 离 定理 ) 设 X 是 复 赋 范 空间 , A, B 是 X 中 的 非 空 凸 集 . 
(1) 车 A" 关 名 , A° 门 B= 名. 则 存在 f-E X* 和 实数 xr, 使 得 


Ref(z) <r< Ref(y), rEA, y€EB. (2.5.1”) 

Ref(zx) <r<Ref(y), rEA, yEB. (2.5.2 7 
《2) 若 4 是 紧 集 , B 是 闭 集 , 并 且 A4 中 = 名, 则 存在 EX* 和 实数 ,rs， 使 得 
Ref(7) <n<r <Ref(y), rEA, yeB. (C2:5.3279 


证 明 将 X 视 为 实 空间 , 根据 定理 2.5.4, 存在 有 界 的 实 线性 泛 函 fi，, 分 别 满 
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足 式 (2.5.1)~ 式 (2.5.3). 令 f(z) = fi(z) 一 ifi(liz), 则 ff 是 X 上 的 有 界 复线 性 泛 
函 ( 参 见 $ 2.4), 并 且 Ref = 有 1. 于 是 f 分 别 满足 式 (2.5.1”)~ 式 (2.5.3“)， 国 


32.6 “” 共 力 空 间 的 表示 定理 


在 $ 2.1 中 我 们 已 经 知道 , 对 于 nn 维 欧 氏 空间 K' 上 的 线性 泛 函 , 其 一 般 表达 式 为 
f(x) = Daiz,, T= (xXx XT) EK’', 
其 中 (ai ，dzy yan) ERK". 这 样 我 们 就 知道 了 K" 上 的 全 部 线性 泛 函 . 同样 ， 对 于 其 


他 一 些 赋 范 空间 , 我 们 也 当然 希望 能 给 出 这 些 空间 上 的 有 界线 性 泛 沙 的 一 般 表 
达 式 . 

对 于 一 个 给 定 的 赋 范 空间 X, 其 共 轿 空间 X' 是 比较 抽象 的 空间 . 若 Y 是 某 个 具 
体 的 赋 范 空间 , 使 得 X* 实 Y, 则 称 Y 是 X" 的 表示 . 本 节 将 给 出 空间 1?,，L[a,5] 和 
CLa,5] 上 的 有 界线 性 泛 函 的 一 般 表 达 式 . 并 且 利 用 这 些 一 般 表 达 式 , 给 出 这 些 空间 
的 共 印 空间 的 表示 . 这 方面 的 定理 称 为 共 轿 空间 的 表示 定理 . 


2.6.1 [PP(1 二 pp 一 %) 的 共 罗 空 间 


先 介 绍 (1 之 p 二 吕 ) 的 标准 基 . 记 
er = (0,.…,0,1,0,.…), 1 一 1 ,2,…. 
i 


则 e EW 并 且 l|eil|, = 1. 对 任意 xz = 二 (zi) EBP 由 于 当 n-> 吕 时 
Em Da 


一 上 
一 上 (0 ,0, Zs zol) 用 一 (zz -0， 
p 1 一 中 上 1 


因此 
立 一 ji Se, 一 > ziei。 
We 


由 于 这 个 原因 , 我 们 称 {ei);»i 为 (1 < p 二 0) 的 标准 基 . 这 样 的 基 称 为 Schauder 
基 ( 参 见习 题 1 中 第 22 题 ). 
注意 ， 当 > = (zcEr 时 ， 由 于 


不 一 定 趋 于 零 .因此 z 一 SYzie, 在 1” 中 一 般 不 成 立 . 但 是 当 zx = (z) Ec 时, 仍 


= sup |zj 
oo is*t1 


成 立 站 一 > ziel。 因此 {ei) =: 也 是 Co 的 标准 基 . 
i=1 


下 面 会 经 常用 到 一 个 简单 事实 : 设 X 和 Y 是 赋 范 空间 . 车 存在 一 个 X 到 Y 的 线 
性 算 子 T, 使 得 了 是 映 上 的 ,并且 ITzll 一 zll(zEX)， 则 和 与 羡 是 等 距 同 构 的 . 这 
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是 因为 车 zi 天 xz 则 1Tzi 一 Tz 站 = 上 TOz 一 zz)|=1z 一 zl>>0,， 因此 本 也 是 
一 对 一 的 . ; 

定理 2.6.1 (2)* 实 让 ,并 且 对 任意 f ELH)", f 可 以 队 一 地 表示 为 

f(x) = a 站 一 《2;) El, 

其 中 4 = (a;) E11” 并且 allss = fl. 

证 明 ”分 三 个 步骤 证 明 . 

(1) 设 {ei}isi 为 4 的 标准 基 . 对 任意 fF EC0)', 令 a = f(e) (i 二 1,2,…). 对 
任意 工 一 (zi) EW，, 由 于 了 是 连续 线性 泛 函 ,我 们 有 


f(x) 一 lim/ (Dzei) = lim Dz,f Ce) = Da (2.6.1) 
这 表明 对 任意 Fe (4)", 了 的 一 般 表 达 式 是 式 (2.6.1)， 由 于 对 每 个 i 二 1,2,…， 
lal= [fCed)| < leh = A 
因此 a EL 并且 
lalls, Hf. (2.6.2) 
(2) 反 过 来 , 对 任意 < = (ai) E1*, 令 


J(z) = PDairzi, z= (zi) ED, 


iel 


则 是 中 上 的 线性 泛 函 ， 并 且 和 (Cei) == ai(i = 1,2，……). 由 于 对 任意 x EL， 
fo 二 ard < supled 2 lx = llalls zlh. 


故 了 是 有 界 的 . 因此 /EC4)", 并 且 
Ml < lol (2.6.3) 


(3) 作 映 射 
T:(2)" ~—/™,， 
fra 二 (a), 其 中 a = fle) (i = 1,2,.…). 
显然 工 是 线性 的 . 步骤 (2) 表明 本 是 映 上 的 . 式 (2.6.2) 和 式 (2.6.3) 表明 
IF = llalls = APEC. 
因此 了 是 (2)" 到 /” 的 等 距 同 构 映 射 , 因此 C22)" 二 /~. 图 
定理 2.6.2 (4?)* 实 ,其 中 1 过 pp 二 2 ,p11 十 gq-! 二 1. 并 且 对 任意 f-€ (1?)， 
了 可 以 唯一 地 表示 为 


本 Das 工 一 (zi) EL 
i=1 


其 中 a = (ai) EN, 并且 lall, = fl. 
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证 明 ” (1) 设 {e) 为 2 的 标准 基 . 对 任意 fF E07, 令 w = Fe)(G 一 1,2…), 与 

式 (2.6.1) 一 样 ,f 可 以 表示 为 
zl) = Dari, r= (0) EL. (2.6.4) 


iml 


其 中 ai; = Fe (i 二 1,2,…). 记 4 二 (ai). 现 证 a EW. 不 妨 设 a 关 0. 对 每 个 自然 
数 n 宇 1， 令 


ze = (al isgnal yoisgnasy 0 )， 


则 ze El(n 宇 1), 并 且 
hz hb = (BD led) = (D2 Jed). 

由 式 (2.6.4) 知道 
3 lail® = DE 


两 边 除 以 ( 了 3 le) 二 注意 到 1 一 二 二 二 ,得 到 


= /Cz SN ,= FN(D lel). 


(Dh lal)’ SH a 1. 


邻 n 一 0, 得 到 ( > oj) < 这 表明 4 一 (ai) EL4, 并 且 
lal < NA. (2.6.5) 
《2) 反 过 来 , 对 任意 4a = (a;) EL, 令 


flr) Sa 工 一 (Zi) EL. 
则 ff 是 1? 上 的 线性 泛 函 , 并 上 且 Fe) = ui 一 1,2,…)， 由 于 对 任意 zEP 
oS Deard< (Blal) Dla) = Hah zl, 


这 表明 f 是 有 界 的 , 即 FE (4?)*, 并 和 且 
Nfl < llall,. (2.6.6) 
(3) 作 映 射 
T:(1) -> 1°, 
fma 二 (as), 其 中 4a; = f(ei) (i = 1,2,"…). 
显然 工 是 线性 的 . 步骤 (2) 表明 TT 是 映 上 的 . 式 (2.6.5) 和 式 (2.6.6) 表明 
TF = jlall = i, f € C1)". 
因此 本 是 (1?)” 到 4? 的 等 距 同 构 映 射 . 因此 (2)" 衬 5、 于 
容易 证 明 (K")* 衬 K", ci 衬 小, 其 证 明 留 作 习 题 ,在 § 2.7 中 我 们 将 指出 
(=)” 2. 
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2.6.2 Lr[a,bj(1 过 p 二 吕 ) 的 共 力 空间 


在 L?[a,65b] 空间 的 情形 , 要 找到 这 些 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 一 般 表示 ， 比 在 
空间 的 情形 要 困难 得 多 , 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 2.6.3 设 1 过 pp 二 吕 0, p71 十 gq 二 1 车 y(t) EL'[a,6], 并 且 存 在 常数 
C 0, 使 得 对 La,5j] 上 的 每 个 阶梯 函数 zx 二 x(z) 成 立 


[zwycwal< Clizll,, (2.6.7) 


则 y(b EL[a,65], 并 且 llyll, 志 C 

证 明 车 z= zx(z) 是 有 界 可 测 函 数 ，|z(2)| 二 M(zE [a,51]), 则 存在 一 列 阶梯 
函数 z， = x,(t)， 使 得 对 每 个 自然 数 xn，|z,l?) 二 M(t: € [a,6J])， 并 县 
ZI,(t) 一 X(t)a.e. 由 有 界 收敛 定理 得 到 


1 
lim lz, — zl = lm 人 (| lz,() — zde)” =0. 


因此 z, 一 xz， 从 而 zl, 一 xl, 由 于 y(1) E DLa,b] 并 且 |z,(2y(D)| 过 
MIy(bo| (ELa,5b]), 由 控制 收敛 定理 得 到 


4 b 
lim | zat) y(t dt = | z (1) y(t) dt. (2.6.8) 
利用 式 (2.6.7)， 式 (2.6.8) 两 式 得 到 
b b 
| z(Dy(D | = lim | z.(D yD | < limClz,l, < Clzll,. (2.6.9) 


先 设 1 二 pp 二 oo. 对 任意 自然 数 n, 令 
人 Tlsgn y(t), |y(D)|<n, 
zn(t) = 
0， |>( 二 
则 z,(z) 是 有 界 可 测 函 数 . 记 E, = {t € [a,6] :|y(2)| 志 nn}. 利用 式 (2.6.9) 得 到 


b 
| poha = [Wy dr < cha, 


= c(|. |>C| pqs)” = c( 懈 lol 六 
两 边 同 除 以 (|. ylrae)” 得 到 (| yoldt) < Cn 之 1D). 令 n 一 oo 得 到 
(| bcolrae)’ <c. 因此 yeL'Ca,d], 1 有 lyl, sc 
再 设 记 = 1. 我 们 证 明 yEL~[a, 拉 并且 ly 外 ,入 C. 若 不 然 ， 令 
A= {1€[a,6] :|y(2)| > C}, 


则 mm(A) 二 0. 令 z 昌 一 和 CDOsgn yl2), 则 z(t) 是 有 界 可 测 函 数 , 并 且 |‖ zl = mx(A). 
但 是 
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b b 
上 zCD yd| = | Xa yD | [eel de sr CA tA Cl 


这 与 式 (2.6.9) 矛盾 ! 因此 必 有 yElL”[a,6bj, 并 且 |yll 过 C， 者 
定理 2.6.4 Lr[a,b1* 衬 [u,b1( 二 pp 二 0,p 十 gq 二 1). 并 且 对 任意 
ff ELr[a,6b]j*, 三 可 以 唯一 地 表示 为 
二 | =cpycod， rEL[a,b], (2.6.10) 


其 中 yEL[a,5b], 并且 | = fj. 
证 明 (1) 对 任意 y == y(D EL'[a,b], 令 


f(z) = | zcDyGDd, ze LLa,b], 
则 /是 工 "[c, 引 上 的 线性 泛 函 . 由 H5lder 不 等 式 , 我 们 有 
eal= | zcoyxod<( [zcDlrae)” (| beat 六 = hzll, tb 有 
这 表明 f EL"[a,6j", 并 且 
fl < lly. (2.6.11) 


(2) 反 过 来 , 设 A EL?[a, 轨 ". 对 任意 zE [a,6], 设 Xi 是 区 间 [a,] 的 特征 
函数 ， 即 
ll， a 二 ss 世 t， 
0, as 过 4&. 
再 令 g(2) 二 f(Xrs,a) (ti ELa,b]). 下 面 证 明 g(2) 在 [a,b] 上 是 绝对 连续 的 . 设 
(Cas 5)}?! 是 [a,6] 中 的 一 组 互 不 相交 的 开 区 间 , 令 
E = sgn (g(6:)— g(a)), i1= 1,2,,n. 


Xtals) = 


则 


DlgCb) — gad)|= De (gb) — g(a)) 
i=] 1 一 1 
= Pelf Krew)— fxt 6)) 
i=1 
= (De a) SN Dax | 
i=l i™l 


= 一 六 


由 上 式 知 g(b 在 [a,b] 上 是 绝对 连续 的 ， 从 而 g(2) 在 [4,5] 上 几乎 处 处 可 微 . 令 
(DD) 二 8g (DDae ， 则 y(z) EL'[4a,5]. 下 面 证 明 yEL'[a,6], 并 且 式 (2.6.10) 成 立 . 
注意 到 Xroa 一 0a.e, ， 故 g(a) = f(xXts,wj) = 0, 根据 Newton-Leibniz 公式 ， 


p 
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gt) = gl 十 | yds = yds, ze ra (2.6.12) 
车 x = x(t) 是 [a,6] 上 的 阶梯 函数 ， 
X(t) = PDair?) 一 Da Cxe ls) — Xt lt) ), 


其 中 au EKG 一 1,2, ,0)，a 一 碳 一 二 二 … 二 友 一 和 利用 式 (2.6.12) 得 
fz) = Dailf Xte07) — fxXta 2))= Dailglti) — gt)) 
i=1 i=1 


= Da | y(t)dt = | zy (2.6.13) 
iml 1 “© bE 


于 是 对 [a,6] 上 的 每 个 阶梯 函数 z(t) 成 立 
| fy eg ed a 


根据 引 理 2.6.3， yE€EL’[La,b] 并 且 
ly < lA. (2.6.14) 


对 任意 z= z(t) EL”[a,6b], 由 可 积 沙 数 的 允 近 性 质 , 存在 一 列 阶 梯 函 数 x == xz, (7)， 
使 得 上 xz, 一 zl 一 0Cn -> co). 利用 Holder 不 等 式 ， 当 ?~ 一 co 时 


[zDDa -zcoycod <lz,— zl, lyll,— 0. (2.6.15) 
利用 f 的 连续 性 和 式 (2.6.13), 式 (2.6.15) 两 式 得 到 
fC7) = limf(z,) = lim | "yd = . z(t) yt) dt. 


这 就 证 明了 对 任意 fEL?[a,6]*, 存在 yEL'[a,b], 使 得 f 可 以 表示 为 式 (2.6.10) 的 
形式 . 并 且 由 式 (2.6.11)， 式 (2.6.14) 两 式 知道 lyll, = |. 车 还 存在 3EL"[a,6]， 
使 得 相应 于 式 (2.6.10) 的 式 子 成 立 , 则 


| zc —5(t))dt=0, xzEL’[a,b]. 


取 z(t) = sgn (y(t) — 7(t)), 代入 上 式 得 到 | 1>y(t 一 区 bd = 0. 这 表明 y(t) 一 


了 (t) a.e.， 从 而 y = 二 5. 因此 了 型 如 式 (2.6.10) 的 表达 式 是 唯一 的 . 
(3) 作 映 射 
TiL’[a,b]’ 一 工 [ao 
fFy 二 y(t)， 当 具有 表达 式 (2.6.10) 时 . 
则 显然 工 是 线性 的 . 步骤 (1) 表明 是 映 上 的 , 并 且 
TF = yl = fl, f EL’ [oo 
因此 了 是 [a,6]* 到 L[a,6b] 的 等 距 同 构 映 射 . 这 就 证 明了 L?[a,5j* 衬 [a,]. 国 
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”利用 引 理 2.6.3, 将 定理 2.6.4 的 证 明 稍 作 修改 即 可 证 明 如 下 定理 . 
定理 2.6.5 Fa,* 衬 L”[a, 四 , 并 且 对 任意 fEL'[La,0j", /可 以 唯一 地 表示 为 
f(x) 一 | zcpycpd， rEL'[a,b], 


其 中 yEL”[a,bj], 并 且 lylls = 中 fi. 
2.6.3 CLa,bj] 的 共 轿 空间 


为 了 给 出 CLia,5] 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 表 达 式 , 先 介绍 Riemann-Stielties 积分 . 

设 <= a(z) 是 区 间 [a,6] 上 的 实 值 函 数 ，z(z) 是 [a,51 上 的 有 界 实 值 函 数 . 设 
4 二 bo 之 三 之 = 二 5 是 区 间 [a,5] 的 任 一 分 割 , 对 每 个 i 二 1,2,…,n, 任 取 
人 ELtii:tij, 作 和 式 


DJzc&) (a(ti) 一 KCl))， 
着 当 4 = max(a 一 t-1) -= 0 时 ,上述 和 式 存在 极限 ， 并 且 该 极限 值 不 依赖 于 区 间 的 
分 割 法 和 生生 [List 的 取 法 ， 则 称 这 个 极限 值 为 x(2) 在 [a,5] 上 关于 a(?) 的 
Riemann-Stieltjes 积分 (简称 为 R-S 积分 )， 记 为 | zCDdac). 即 


| zepdaco = lim dz) Galt) 一 er) 
中 0 fA 


显然 ,Riemann 积分 是 当 a(t) = tt 时 的 特殊 情形 . 

下 面 的 引 理 是 R-S 积分 的 两 个 性 质 ， 其 证 明 从 路. 

引 理 2.6.6 (1) (可 积 的 充分 条 件 ) 车 x(t) 是 [u,b] 上 的 连续 函数 ,a(z) 是 
[a,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 则 x(2) 在 [La, 妇 上 关于 wx(i) 是 R-S 可 积 的 . 并 且 


[eaxep 


< max|z(i| VCa). (2.6.16) 
ae a 


(2)《〈 积 分 的 线性 性 ) 若 z(z),y(?) 在 [a,5] 上 关于 a(z) 是 可 积 的 , 4, /是 常数 ， 
则 32z 十 py 在 La,5] 上 关于 a(z) 是 可 积 的 , 并 且 


| az Fh [xda i [ye Co (2.6.17) 


下 面 为 叙述 简单 ,我 们 只 考虑 实 空间 的 情形 . 但 下 面 的 结果 对 复 空间 也 是 成 立 
的 .回顾 我 们 在 $ 1.2 例 7 中 已 经 给 出 了 空间 V[a,5b] 和 Vo[a,6b] 的 定义 . 
引 理 2.6.7 (1) 设 gEVyfe,o. 则 存在 唯一 的 aE€EVo[a,5] 使 得 


bo 
[zdgc) = | zcodacn， zeCr[a,o. (2.6.18) 


并 且 Vla) < Vg). 
证 明 先 证 存在 性 . 令 六 (z) 是 g(t) 的 右 连续 修正 ， 即 
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g(t)， tt 一 wy 或 上 一 0 


2 
nh 


6 
则 8(2) 在 (u,b) 上 右 连续 . 我 们 证 明 Va) 委 V(5). 设 a=t<h 过 "<b 
是 [ae,O 的 任 一 分 割 . 对 每 个 i 二 1,2,…,n 一 1, 取 数 列 z; 之 s9 之 tri 使 得 5 一. 
并 且 令 品 一 a, so 二 b(k 之 1)， 则 对 每 个 尖 1， 有 
Sg) — go8)S Ve). 
i=l 
在 上 式 中 令 上 -> co, 得 到 


如 机 6 
lB) — gd lst — gt tS Vg). 
i~l i=1 
5 6 
因此 V(8) 乏 Vl(g). 再 令 wa(D 二 (1?) 一 g(a), 则 a 二 a(t)EVoLa,bj, 并 且 


9 6 6 
Vla) = V(g) 过 Vl(g). 


由 于 gw) 的 不 连续 点 是 可 列 的 , 因此 可 以 作出 [a,5] 的 一 列 分 割 
Pu:a=t" < < t=b, 
使 得 4%, = max lt 一 地 | 一 0， 并 且 t?(i 一 1,2,…,n 一 1) 都 是 g(z) 的 连续 点 . 则 
对 任意 xEC[a, 厅 


大 


人 pda = lm Dz ) Cai) — abt)) 


1=1 
上 


= lim Dj z(t") (g(t ) — gt)) 
Ne ml 
对 [epdsgco， 
再 证 唯一 性 . 只 需 证 明 若 gs,8EVo[e,o], 使 得 
[codac a | zcode， ECre DO (2.6.19) 
则 a== B8. 在 式 (2.6.19) 中 令 zx(z) = 1， 得 到 a(p) 一 a(a) 一 80) 一 Bl(a), 由 于 
aid) 二 B(a) = 二 0, 因此 a(8) = B(5). 设 t E(u,b). 对 任意 e 守 0, 令 
ps t€El[La,to], 
(Se | —eTl(t—to), ttEl(to,to te), 
0， tiE [Li 十 e， b]. 
则 z(t) ECLa,5]， 在 式 (2.6.19) 中 令 x(1) = x.(z), 得 到 


tote tnie 
a (zo) + 上 zilt)da lt) = Bt,) + x (tddB). 
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80 
利用 上 式 和 式 (2.6.16) 得 到 
pd) Bl | ‘zeCDda CD|+ | (CDdpC| < < VW+Y®. 


注意 到 由 于 a(t) 和 有 (CD 在 如 右 连续 ， 故 Va) 和 VB) 也 在 右 连续 . 在 上 式 中 令 
se 0, 得 到 a(to) = B(wo). 这 就 证 明了 a 二 68， 国 
定理 2.6.8 (F. Riesz)C[a,6j* 实 Vo[as6b], 并 且 对 任意 fECLaw61*,，f 可 以 
唯一 地 表示 为 
f(D = | zdal), zECLa,b]. (2.6.20) 


其 中 aEVoLa,5bj], 并 且 上 Wal == 中 了. 
证 明 (1) 对 任意 a 二 a(t) EVo[La,b], 令 


城关 二 | zcpdacp， GE 
由 引 理 2.6.6， 上 式 右 端的 积分 存在 ，f 是 线性 的 , 并且 
[f(z)|= fedeca) < max |z(O) VG) = Halllizll. 
a UE a 
因此 f 是 有 界 的 , 并 且 
lfll < lall. (2.6.21) 


(2) 设 Bia,5b] 是 [a,5] 上 的 有 界 孙 数 的 全 体 . 对 任意 x EB[La,6b1, 令 || zl = 
sup (| ， 则 BLa,65bj 成 为 赋 范 空间 . CLa,6b] 是 B[a,5] 的 线性 子 空间 .现在 设 
f EC[a,b]". 由 Hahn-Banach 延 拓 定理 , 存在 B[a, 纪 上 的 有 界线 性 泛 函 下 , 使 得 
Flccw = f， 并 且 
FEN 二 时 内. 


设 gC1) = F(Xtwa) (1E [%, 们 ) 下 面 证 明 g 是 有 界 变 差 的 , 对 区 间 [a,6] 的 作 
一 分 割 :a = 二 二 二 … “< 之 i 二 5, 令 
6i = sgn (g(t;) — g(t1)), i = 1,2,°,n. 
我 们 有 


DlgG) 一 EC 一 Dlglt) — gt)) 
1 i=l 
= eCFxce3) — FOX 11)) 
i=1 


= F( 2 Xtal 一 Xro ) ) 


<IFl | ee 
= FN = Nh. 


3B[u; 妇 
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因此 g 是 有 界 变 差 的 ,并且 VCg) 之 HI 设 *EC[a, 扫 ,由 于 9) 在 [w, 执 上 一 至 


连续 , 对 任意 自然 数 n, 存在 5, > 0 使 得 当 |t 一 1” 


这 里 不 妨 设 人 一 0(n 一 00). 设 4 二 二 hh 二 之 二 5 是 [a,0] 的 一 个 分 割 ,使 
得 max (二 和 ti1) < 2,. 令 


一 3. 时，| zGt) 一 zz 二 - 


用 于 
一 Dx) Xe ,1 一 > xz) 人 
+ i=1 
则 Th E€ Bla,b], 并 且 
1 一 zl 一 sup llr) — zl) max sup |z(b — z(t)| 一 
a<t<b leigk tt 72 
因此 zx, 一 zx. 我 们 有 


大 
F(x,) 一 F( 2 xb) Xtal — Xtra,1)) 
mL 


oT CF Xt) 一 下 (co 11)) 


sh g(t) — g(t 1))., 


Se en 


上 式 中 令 n 一 oo, 由 Ee 积分 的 定义 得 到 


b 
pe ty ey | =codg(o) 


由 于 当 zECLa,6] 时 , F(zx) = f(x), 因此 由 上 式 得 到 f(z) = | zcpadscp (ze 
CLa,6]). 根据 引 理 2.6.7, 存在 唯一 的 aEVo[a,6], 使 得 


en | zcpdaco， iECtabi (2.6.22) 
并 且 
lol= V6 < Vos) < Al. (2.6.23) 
(3) 作 映 射 


TiC[La,b — Vo[La,b], 
fmPa 二 a(t),， 当 了 具有 表达 式 (2.6.22) 时 . 
则 显然 工 是 线性 的 . 步骤 (1) 表明 工 是 映 上 的 . 式 (2.6.21) 和 式 (2.6.23) 表明 
ITfl= lell= 1fl, f eCLa,61’. 
因此 全 是 C [a,bj" 到 VoLa,6j 的 等 距 同 构 上 映射， 从 而 
Cfa,b]’ VLa,bj. 斯 
注 1 设 X 和 YY 为 赋 范 空间 ，X"* 估 Y. 车 将 XX* 与 Y 不 加 区 别 , 则 可 以 将 X* 中 


2 一 一 一 一 一 泛 函 分 析 
的 元 f 与 Y 中 对 应 的 元 y 等 同 起 来 . 在 这 种 等 同意 义 下 , 可 以 将 y 视 为 Xx 上 的 有 界 
线性 泛 函 . 例如 , 既然 当 1 志 pp 二 吕 时 , (2) ' 宇 LCp71 十 gq 二 1), 因此 对 任意 a 
一 (a;) EW, 我 们 将 4 与 其 对 应 的 1? 上 的 有 界线 性 泛 函 


FE 3 (T= (zx) EL?) 
等 同 起 来 . 这 样 , a 可 以 视 为 1* 上 的 有 界线 性 泛 函 , 并 是 


a(Xx) = Daizxis T= (zi) EL. 
i=! 


S$ 2.7 ” 弱 收 敛 与 弱 * 收 和 敛 


本 节 利 用 共 固 空间 和 二 次 共 罗 空 间 ， 引 入 弱 收 敛 与 弱 " 收敛 的 概念 ,讨论 不 同 
收敛 性 之 间 的 关系 ， 
2.7.1 ”二 次 共 堪 空间 
设 XX 为 赋 范 空间 , X* 是 六 的 共 罗 空 间 . 称 X "的 共 斩 空间 (X"*)》” 为 X 的 二 次 共 
轿 空 间 ， 记 为 X*. 
定理 2.7.1 对 每 个 xEX. 在 X" 上 定义 泛 函 xz"* 如 下 : 
"(= fx), TEX'", (2.7.1) 
则 zx” 是 X* 上 的 有 界线 性 泛 函 . 并 且 1z7 企 一 十 关 | 
证 明 ”对 任意 f，g € X* 和 常数 a,p， 
zr""(af +Bg) = (af +Bg) (zx) = af (x) + Bg(z) 
= azr"(f) -二 ARr (Cg). 
因此 z” 是 线性 的 . 又 由 于 对 任意 f EX" 有 
EA 
所 以 x"" 是 有 界 的 , 并 且 lz "之 xl. 另 一 方面 , 若 z 关 0, 由 Hahn-Banach 定理 
的 推论 , 存在 了 EX 中 fi = 1, 使 得 f(zx) = zll. 于 是 
lz lz* DI= IF(2)| = lizl. 
EAE | 
定义 2.7.1 设 X 为 赋 范 空间 . 定义 算 子 
J :XXX rz 
其 中 zz"* 由 式 (2.7.1) 所 定义 . 称 了 为 X 到 XX 的 标准 媒人 算 子 . 
定理 2.7.2 ”标准 嵌 人 算 子 J 是 X 到 J(X) CC X* 的 等 距 同 构 . 
证 明 首先 证 明了 是 线性 的 . 设 r,yEX. 则 对 任意 f EX"， 
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(z+ "(f= f(riy) = f(x) + fy) 
= 7"(N +y (f= (r+y"") (NN). 

因此 (zr 十 7” 二 x 全 十 yy 即 Jz 十 y) 二 Jz 十 Jy. 类 似 可 证 J 人 lar) = aJ (xz). 
这 就 证 明了 J 是 线性 的 . 于 是 JX) = {Jzx :TEX}) 是 X" 的 线性 子 空间 . J(X) 按 
照 X" 的 范 数 成 为 赋 范 空间 . 将 本 视 为 X 到 J(X) 的 映射 , 则 了 是 映 上 的 . 由 定理 
2.7.1, 对 任意 xzE€EX 有 上 zj = zx""| = 中 zll. 这 就 证 明了 J 是 XX 到 J(X) CX"* 
的 等 距 同 构 上 映射 专 

注 1 利用 标准 媒人 和 人 映射， 可 以 用 下 面 的 方法 将 一 个 不 完备 的 赋 范 空间 完备 
化 . 设 X 是 一 个 不 完备 的 赋 范 空间 .由 于 X"" 是 完备 的 , J(X) 是 X* 的 闭 子 空间 ， 
故 J(X) 也 是 完备 的 . 根据 定理 2.7.2, 有 XX 宇 J(X) CJCX), 并 且 JCX) 在 j(X) 中 
稠密 ,因此 JX) 是 X 的 完备 化 空间 . 

根据 定理 2.7.2, X 与 X… 的 子 空间 J(X) 等 距 同 构 . 若 将 彼此 等 距 同 构 的 空间 
不 加 区 别 ， 则 可 以 将 X 视 为 X“ 的 子 空间 . 即 六 衬 J(X) CX…, 一 般 情况 下 ， 
J(X) 关 XX"*. 但 对 有 些 空间 确实 有 J(X) = X*. 

定义 2.7.2 设 六 为 赋 范 空间 , 为 X 到 X*“ 的 标准 伺 人 入 算 子 . 苦 JCX) = 和， 
则 称 X 是 自 反 的 . 

若 X 是 自 反 的 , 则 标准 舱 人 是 X 到 X*… 的 等 距 同 构 映 射 , 因此 X 人 X'…. 但 
反 过 来 ,有 例子 表明 ， 即 使 X 与 X“* 是 等 距 同 构 的 , 标准 如 人 J 也 可 能 不 是 等 距 同 
构 . 此 时 X 不 一 定 是 自 反 的 . 

例 1 L?[a,5j(1 二 pp 二 oo) 是 自 反 的 . 

证 明 ”我 们 要 证 明 对 任意 &E€1? [4a,5]"*, 存在 xzEL?[a,6], 使 得 Jz 二 g. 根 
据 定理 2.6.4, L”[a,5b]" 衬 L'[a,6b](p™!' 十 qm! 一 1)， 并 且 对 任意 f EL? [a,b]", 存 
在 yE1lL"La,5] 使 得 


7 [zy Wa, zr EL’[a,b]. (2.7.2) 


将 L'[a,5j] 与 L? [a,6b]” 等 同 起 来 ,相应 地 将 f 与 y 等 同 起 来 , 则 可 以 将 g 视 为 
L’°[a,b] 上 的 有 界线 性 泛 函 . 而 LL [a,b] L’[a,6b], 并 且 存 在 xEL’[a,65]， 使 得 


gCf) = gy) = [zy a, JELe[2 ,0 (2.7.3) 
设 本 :Lf[a,b] 一 L? [a,b]" 是 标准 柑 入 . 利用 式 (2.7.2), 式 (2.7.3) 两 式 得 到 
Cyt fi | cpycod: 三 号 万 


这 里 f EL? [La,6]' 是 任意 的 ， 因此 Jz 一 8B. 属 

类 似 地 , (1 二 pp 二 吕 ) 是 自 反 的 , 为 了 说 明媚 不 是 自 反 的 , 我 们 需要 证 明 一 个 
定理 . 

定理 2.7.3 设 X 是 赋 范 空间 . 车 X' 是 可 分 的 , 则 X 也 是 可 分 的 . 
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证 明 ” 设 X* 是 可 分 的 , A 一 {gl，gz,…)} 是 X* 中 的 可 列 稠密 子 集 . 不 妨 设 g， 
尖 0G 三 1). 对 每 个 n, 令 了 二 |g,ll-'g,. 不 难 验 证 日 = (六 大 在 X" 的 单位 
球面 Sx = {ff EX':||fll = 1} 中 稠密 .对 每 个 n， 由 于 lf,1 = 1, 存在 zx, € X， 


lz,l 一 1, 使 得 |f,(z,)| > 却 . 令 E 一 5panfzj. 由 习题 1 中 第 21 题 的 结论 , 记 是 


可 分 的 . 下 面 只 需 证 明 玉 二 X. 若 巨 地 X, 则 由 推论 2.4.7, 存在 f EX* ,f= 1， 
使 得 fl = 0. 于 是 , 一 方面 AE Sx*， 男 一 方面 


lf — fl (fz) fr)|= |f,Cz)|> 到， 二 


这 与 {f,) 在 Sx: 中 稠密 予 盾 . 因此 王 = X， 国 

定理 2.7.3 的 逆 不 成 立 . 例如 ,2 是 可 分 的 , 但 是 (2)" 实 1” 不 是 可 分 的 . 

例 2 利用 定理 2.7.3 容易 推出 (1*)" 关 4. 事实 上 , 车 (U”)* 衬 2, 根据 定理 2. 
7.3, 1” 应 该 是 可 分 的 (因为 4 是 可 分 的 ). 但 在 了 1. 3 例 3 中 已 经 知道 属 不 是 可 分 
的 . 因此 (4”)*" 闫 WH. 由 此 又 知道 2 不 是 自 反 的 . 这 是 因为 (2 )* 宇 /个 ,于 是 (2)** 
衬 (着, 这 说 明 (2)"* 与 4 蓉 至 不 是 等 距 同 构 的 , 因此 不 是 自 反 的 . 

设 X 为 赋 范 空间 ，X* 是 X 的 共 恩 空间，A CC X. 车 对 任意 f €E X*， 数 集 
{f(x) :TEA} 是 有 界 的 , 则 称 A 是 弱 有 界 的 . 

定理 2.7.4” 设 A 是 赋 范 空间 X 的 子 集 . 则 A 是 弱 有 界 的 当 且 仅 当 A 是 ( 按 范 
数 ) 有 界 的 . 

证 明 ” 设 A 有 界 , 则 存在 M 二 0, 使 得 zl 和 MGCzEA). 对 任意 f EX'， 

IF zz MI CzEA)， 
因此 A 是 弱 有 界 的 . 反 过 来 , 设 A 是 弱 有 界 的 . 则 对 任意 fEX"，, 存在 Mj >0, 使 
得 | f(x) 三 Ml(z EA). 对 任意 zEX, 设 z… 是 由 式 (2.7.1) 定义 的 X"* 上 的 泛 函 . 
则 
sup|lz**(f)| = suplf(z)| < My. 
zxEA IEA 


即 泛 函 族 {z…:zEA} 在 X* 上 点 点 有 界 . 由 共鸣 定理 (注意 X* 是 Banach 空间 ), 存在 
M>> 0, 使 得 上 lz" 省 过 M(xzEA). 由 定理 2.7.1, | z7 | 三 由 zl 因此 jz 过 MGzEA)， 
即 A 是 有 界 的 一 


2.7.2 “” 弱 收敛 与 弱 " 收敛 


定义 2.7.3 设 {z} 是 赋 范 空间 X 中 的 序列 , zEX. 车 对 任意 f E X*， 均 有 
Fr) 一 A(X) (一 co)， 则 称 {(zv)} 弱 收 伍 于 z， 记 为 zw 一 ~ 工 . 

本 节 为 清晰 地 区 分 两 种 不 同 的 收敛 , 按 范 数 收敛 有 时 称 为 强 收敛 , 记 为 x, 一 x， 
或 者 x, -bx. 

定理 2.7.5 (1) 车 zx, 一 >x， 则 Zz, 一 工 . 

(2) 弱 收 敛 序列 的 极限 是 唯一 的 . 
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(3) 弱 收 和 敛 序列 是 ( 按 范 数 ) 有 界 的 . 
证 明 (1) 设 r, -~x. 则 对 任意 EX* 
fz) — fHFz, — zl 0 (一 ce) 


因此 f(z,) 一 f(z)， 从 而 z, 一 > 工 . 

(2) 设 {zx,} CC x, >X， ZX, 一 >y， 则 对 任意 EX'*， 

fx) = limf lz,) = fy), 

由 Hahn-Banach 定理 的 推论 知道 xz 二 y. 

(3) 设 {z} 是 弱 收 敛 序列 ， 则 对 每 个 f EX"，, 数列 {f(z,)} 是 收敛 的 , 因而 是 
有 界 的 . 这 说 明 {z,} 是 弱 有 界 的 . 根据 定理 2.7.4，{zv, } 是 ( 按 范 数 ) 有 界 的 ， 国 

例 3 定理 2.7.5(1) 的 逆 不 成 立 . 设 1 二 p 二 吕 ， {es}s=i 是 4 的 标准 基 . 根据 
定理 2.6.2, 对 任意 FE (1)"， 存在 a 二 (a;) EW(p”! 十 gq = 二 1)，, 使 得 


fz) = Dairis z= (x) El. 
i=1 


于 是 f(e,) = a, 一 0 二 f(0) (2 一 co). 因此 e, 一 >0. 但 是 | el = 1 一 -> 0. 因此 
{e} 不 强 收敛 于 0. 

定理 2.7.6 ”在 有 限 维 空间 中 , 强 收敛 和 纶 收敛 是 一 致 的 . 

证 明 ”只 需 证 明 在 有 限 维 空间 中 弱 收 敛 蕴 涵 强 收敛 . 设 X 是 n 维 赋 范 空间 ， 
eyez 和 ye 是 X 的 一 组 基 . 对 每 个 i 二 1,2,…,n, 令 


fi(x)= zx, r= Sling Eo 
称 f; 为 第 i 个 坐标 泛 函 . 利用 式 (1.5.10) 得 到 |f;(z)| = lzl< lzll 因此 fi EX* 


人 一 120 设 z -wz 一 co). 记 x = > zfbeiy xz 一 》)zie;. 则 对 每 个 
is i=1 
i= 1,2,.,n, 当 k— co 时 有 
TH 一 fi(rz®)— fi(z) = Xis 


即 {z®) 按 坐标 收 僵 于 x. 再 次 利用 式 (1.5.10) 得 到 
| zs 一 z| 受 b( 5 [zx 一 xz )! 一 0 (k— 00), 


即 {x } 强 收敛 于 <， 国 
定义 2.7.4 ” 设 X 为 赋 范 空间 ,，X" 是 X 的 共 斩 空 间 . {f,} CC X",，f EX*. 车 对 
任意 TEX, 总 有 f(z) 一 f(z) (2 一 co)， 则 称 { 矿 } 弱 "收敛 于 了, 记 为 ff/. 
弱 "收敛 的 极限 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 f, 一 f， 广 习 -5. 则 对 任意 工 EX， 
f(z) = limf, (x) 二 g(x). 因此 f= g. 


设 {f,} 是 X" 中 的 序列 ，f €E X". 则 {f,} 可 以 在 三 种 不 同意 义 下 收敛 于 了: 
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(1) 按 X* 上 的 范 数 收敛 或 强 收 和 化 , 即 17, 一 Fl 一 0. 记 为 有 ,一 > 或 f, 一 > 了 . 

(2) 绊 收 敛 ， 即 对 任意 FE(X) 一 X 下 ( 广 ) > FC 有 ). 

(3) 弱 * 收 僵 ， 即 对 任意 XE XX, f(x) 一 f(z). 

由 定理 2.7.5, 若 f, 一 、f，, 则 户 幸 -关于 弱 收 敛 和 弱 * 收 剑 有 如 下 定理 . 

定理 2.7.7 设 {f,} CCX, EX'. 若 f, 一 >f， 则 ff. 

证 明 设 广 -。 太 , 则 对 于 任意 FEX"*, F(f,) 一 F(f). 对 于 任意 zEX, 设 
x" 是 由 式 (2.7.1) 定义 的 X "上 的 泛 函 . 则 

fxr) = xf) rz") = fr), n— %, 

因此 f, 一 和 时 

例 4 定理 2.7.7 的 逆 不 成 立 . 例如 , 考虑 空间 co 由 习题 2 中 第 40 题 的 结论 ， 
cf 实 U. 设 {6,}wwi 是 2 的 标准 基 . 将 e, 与 其 所 对 应 的 c 上 的 线性 泛 函 等 同 起 来 ( 见 
§ 2.6 中 注 1)， 即 

ev(z) 一 Ti， X= (xi) Eco， 


则 {e.》C cr， 对 任意 zx= (rz)Ec 有 e(Cz) = zx -> 0. 因此 6, -站 0. 另 一 方面 ， 


令 
FCz) 一 > zi， r= (x) €L. 
i= 


则 下 EW， 因而 FE "*. 但 当 z2 一 ce 时 ，FGe) 一 1 一 ~ 0. 这 表明 {6} 不 弱 收 敛 于 0. 

车 XX 是 无 限 维 的 赋 范 空间 , 则 其 共 示 空 间 X* 也 是 无 限 维 的 (参见 习题 2 中 第 25 
题 ). 根据 推论 1.6.12, X* 中 的 有 界 集 不 是 列 紧 的 . 但 是 下 面 的 定理 2.7.8 表 明 , 若 闪 
是 可 分 的 , 则 X“ 中 的 有 界 集 是 弱 * 列 紧 的 . 

定理 2.7.8 设 X 是 可 分 的 赋 范 空间 ,， 则 X* 中 的 有 界 序 列 必 存 在 弱 " 收敛 的 
子 列 . 

证 明 设 {(z,)} 是 怀 中 的 稠密 子 集 ， {f,) 是 X"“ 中 的 有 界 序列 ,| 委 MG 过 1). 
我 们 用 “对 角 线 法 ” 选 出 {f,) 的 弱 * 收敛 的 子 列 ,由 于 {f(z1)} 是 有 界 数列 ， 因 此 存 
在 {f,} 的 子 列 , 将 其 记 为 {J,,1}，, 使 得 {f,1(x1)} 是 收敛 的 . 同样 {f,1(zs)} 是 有 界 
数列 ， 故 存在 {了 ,, } 的 子 列 {f,。}， 使 得 {f(zs)} 是 收敛 的 . 这 样 一 直 进 行 下 去 ， 
对 每 个 正 整数 上 ， 存在 {fe } 的 子 列 {f,,1}， 使 得 {了 ,1 Cx)} 是 收敛 的 . 令 Br 
funln 宇 1), 则 {g,) 是 {f,}) 的 子 列 , 并 且 对 每 个 k= 二 1,2,…,{g,《z4)} 是 收敛 的 . 对 
任意 zxEX 和 ss> 二 0, 选取 使 得 lz 一 zl 一 se. 再 取 六 >0, 使 得 当 m 二 时 ， 
1g。(Czt) 一 gn《z4)| 过 6. 于 是 当 m,n NN 时 ， 

[gn Cz) 一 gz lgn Cz) — gn T+ lgn (Ti) — ga (zi)|+ lgn zi) — ga Cz) 
lgalllz ozlt+e tlle,llz: — zl < (2M + De. 

这 说 明 {g, (7z)) 是 Cahucy 数列 . 令 g(7) = limg(z) (rE X). 则 g 是 X 上 的 线性 泛 函 ， 


由 于 | gD < limllg,llllzll < MiIlzll, 因此 gE€X". 由 g 的 定义 , g, 一 g. 加 
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2.7.3 “ 某 些 空间 上 的 弱 收 和 敛 的 等 价 特征 


对 于 某 些 赋 范 空间 ,可 以 给 出 该 空间 上 的 序列 弱 收 敛 的 容易 使 用 的 判别 条 件 . 
先 给 出 一 个 判别 弱 收 敛 的 一 般 准 则 . 

定理 2.7.9 设 {x,) 是 赋 范 空间 X 中 的 序列 , zEX. 则 zx, 一 >~x 的 充分 必要 条 
件 是 : 

(1) {zs} 有 界 . 

(2) 存在 ECX" 使 得 span(E) 在 XX* 中 稠密 , 并且 对 每 个 EE, f(x) f(z). 

证 明 ”必要 性 . 设 zx, *-zx， 由 定理 2.7.5 知道 {z,} 有 界 . (2) 是 显然 的 . 

充分 性 . 设 条 件 (1) 和 (2) 满足 , jz, 1 二 MG 二 1). 不 妨 设 上 zj| 三 M. 显然 对 每 
个 f E€ span(E) 仍 成 立 f(x,) 一 f(z), 由 于 span(E) 在 X* 中 稠密 ,对 任意 FE X"* 和 


< 二 0, 存在 万 Espan(E) 使 得 |f 一 fol < az: 由 于 fo(z,) 一 fo(x), 存在 N 守 0， 
使 得 当 n NN 时 , | fo(z,) 一 fo(z)| 二 李 . 于 是 当 n > N 时 , 我 们 有 


|FGzs) — foNE fr) — folr)|+ [folzs) — folz)|+ |fo Cz) — f(z) 
<Hf— flizl+t+3+ lf — Fillzll 


E €E E 
“mt 


因此 f(z,) 一 f(x). 这 就 证 明了 z, 一 >x. 充分 性 得 证 ， 国 

例 5 2(l 过 Pp 二 0) 中 的 序列 zx” 一 (zi ) 弱 收 化 于 工 = 二 (zi) 的 充 要 条 件 是 
{Zz } 有 界 , 并 且 {zx”)} 按 坐标 收敛 于 工 . 

证 了 明 ”必要 性 . 设 x”"”-x， 由 定理 2.7.5 知道 {z,} 有 界 . 对 每 个 i 二 1,2,…， 
设 fi; 是 1? 上 的 第 i 个 坐标 泛 函 ， 即 

JiCz) 一 Ti T= (x) EL. 
则 每 个 fi € (22)* .由 于 zx” 环 > zx， 因此 对 每 个 i = 1,2,…, 有 
XI 一 万 (zo) > f(x) = zx (n— oo), 

充分 性 . 令 玉 = {fi, i 二 1,2,…}, 其 中 f; 是 1* 上 的 第 i 个 坐标 泛 函 . 对 每 个 

El(1?)" ,存在 a = 二 (a;) ER(b 十 gq 一 1)，, 使 得 


f(z) = Dairi = Daifilz), r= (x,) EL, 
i=] i=] 
令 g, 二 2aifi, 则 gEspan(E)(n 之 1). 并 且 当 n 一 oo 时 
i=l] 


ES 1 
If— gll = | 上 (0 0，antl，antz mw) ll, = ( >， lal’)" —0. 
i=ntl 


8 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 泛 阴 分 析 


这 表明 span(E) 在 (2) 中 稠密 . 对 每 个 f; EE, 当 交 一 co 时 有 
xzm) = I Zz = f(z). 
由 定理 2.7.9 知道 zx, ~*~zx. 加 
注 2 例 5 的 结论 当 p 二 1 时 不 成 立 . 例如 设 
XV 一 《0，…0，1,0，…)，7 一 1 2 


则 {x} 是 有 界 序列 , 并 和 且 {x"”} 按 坐标 收敛 于 0. 若 令 f(x) = z= (zi) €L), 
则 ffECD)', 但 是 f(x”) = 二 1 一 > 0(n 一 o0), 因此 {zx”} 在 2 中 不 弱 收 敛 于 0. 

例 6 1L?[a,6j(l1 二 p 二 00) 中 的 序列 {zo} 弱 收敛 于 z 的 充 要 条 件 是 {xz”} 有 
界 , 并 且 对 每 个 :€ [a,5] 成 立 


er | zcods (2.7.4) 


证 阴 ”必要 性 , 设 x, -xz. 则 {zomm } 有 界 . 对 每 个 上 ELa,oj， 令 (5) 一 
Xun 5), 则 Yr EL’[a,bl(p™ 二 g-! = 1). 令 


三 (z) = | zcoycods， ZELI[a,o]. 


则 天 EL?*[a,b])* . 由 于 Tn I， 因此 
ji | zcod ed EE A es | za. 


充分 性 . 令 A = {y,(s) :t€E[La,6]} 五 一 ( 太 :1 €[La,b]}. 由 于 span(A) 是 [a， 
56] 上 的 阶梯 函数 的 全 体 ， 由 积分 的 逼近 性 质 知 道 span(4) 在 L'[a,5] 中 币 密 , 亦 即 
在 L*[a,5]” 中 稠密 . 利用 式 (2.7.4), 对 每 个 f. EE 


te | zepd 三 | =cod EY, 


根据 定理 2.7.9 即 知 zx, 一 -zln 一 co)， 国 

例 7 CfLe,o 中 的 序列 {z, } 弱 收敛 于 z 的 充 要 条 件 是 {zx'”} 有 界 , 并 且 {zz, (zt)} 
在 [a,;b] 上 处 处 收敛 于 z(2). 

证 明 ”必要 性 : 设 r, 翌 =-z， 则 {zm ) 有 界 . 对 每 个 :EL[a,bj], 令 f(x) 一 工 () 
(ECLa,o])， 则 f EC[a,bl* . 因此 


lim x, (t) 一 limf, (xz.) = f(r) = XN). 
充分 性 : 根据 定理 2.6.8, 对 任意 f ECLa,bj"， 下 可 以 表示 为 
fz) = [zdaco, rE€C[a,bl]. 


其 中 aEVofau,bj. 由 于 |]z, (过 上 zl 志 M(n 宇 1), 并 且 对 每 个 :Efa,6b], zx, (ft) 一 
X(t). 利用 关于 L-S 积分 的 有 界 收敛 定理 得 到 
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b b 
ra lim | =,Coda() = | zdal) = 2. 


因此 x, 一 -XxX(n 一 co). 加 
32.8 共 轧 算 子 


设 X,Y 为 赋 范 空间 , X“, Y* 分 别 是 X 和 和 YY 的 共 思 空 间 . 又 设 T:X 一 Y 是 有 界 
线性 算 子 . 对 任意 给 定 的 gEY', 令 
f(r ) = g(Trx), TEX., 
则 了 是 X 上 的 线性 泛 函 . 由 于 
[fCz)| = lg Tx) ligelllrzrl lelllT zl. 
因此 f E X* 并 且 
lfl a lig llTH. (2.8.1) 
这 样 就 得 到 一 个 映射 TY” 一 X* ,gm~ 了. 称 T' 为 本 的 共 思 算 子 . 
按照 共 罗 算 子 的 定义 , T 与 "满足 
(Tg) (zx) = g(Trx), XEX, gE€EY'. 《2.8.2) 
一 般 地 , 若 了 是 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 ， 有 时 为 了 将 zx 与 f 平 等 地 看 待 ,将 
f(x) 记 为 (+, 了 ). 用 这 个 记号 , 式 (2.8.2) 可 以 写成 
(rz,T'g) = (Tr,g), TEX, gE€EY'’. 
下 面 的 例 1 说 明 , 共 思 算 子 是 转 置 矩 阵 概念 在 无 限 维 空间 的 推广 先 作 一 个 记 
号 的 说 明 . 设 K" 为 n 维 欧 氏 空间 . 对 任意 a = (4, as，…,a,) EK", 今 


f(x) = Sai T= (Xiyx29 7,) EK". 
则 f 是 K" 上 的 线性 泛 函 . 下 面 将 a 与 f 不 加 区 别 , 即将 a 视 为 由 上 式 确 定 的 泛 函 . 则 
a{(z) = Yazi， 立 一 (ZX1 srz s °° 9 Tn) ER". Wades 


〈 见 3 2.6 中 注 1). 

例 1 设 A:K' 一 K" 是 由 矩阵 (ai ),w 确定 的 线性 算 子 . 由 于 (K"》* 尘 K", 因此 可 以 
将 A' 视 为 K" 到 KK" 的 算 子 . 设 A' 的 矩阵 是 (6; ),ws. 对 任意 z= (zyzy… yx,) EK', 记 
Tz = (Nn 村 则 y 一 wz 《一 】 2，……777). 对 任意 g& 一 (wh Ub °° 9 Un) EK”", 
利用 式 (2.8.3), 得 到 


g(Tz) = 03, = >》) Dvaiz; 全 > Be (2.8.4) 
j= j=l iel 


i=] jul 


0 


Ea 


类 似 地 ， 设 A'g = (ui ,Us »"" Un ), 则 Ui 一 Dosv) Ci = 1,2,".,n). 因而 


EL 


(A’g) (z) = bP 一 5S bw (2.8.5) 
1 


iT j=1 


由 于 (A*g) (zx) = SCTz)， 比 较 式 (2.8.4)\ 式 (2.8.5) 两 式 , 得 到 


办 了 验 mm 
人 
bayvjTi 一 QUjTi. 
1 二】 jl 


i=1 j=1 
在 上 式 中 令 工 = €@» 8 三 @j» 其 中 e1 ,ezy…ye 是 KK” 的 标准 基 . 得 到 bs = Qj. 即 (6;) 
是 (a;) 的 转 置 矩阵 . 因此 A "是 由 (ex ) 的 转 置 和 矩阵 确定 的 算 子 . 
定理 2.8.1 设 X,Y 为 赋 范 空间 , T,， SE BCX,Y). 则 :; 
(1) T*€E BOY* ,X"), 并 且 T*H = 省 TH. 
(2) (T+S) = T’ -S$S’, (aT) =aT'(a€ER)., 
证 朋 (1) 设 gg EY', 则 对 任意 zEX， 
(zy 了 T (Sn 十 gz)) 一 (Tx,gi 十 gz) 一 《Trygl) 十 (Tz,g;) 
= (x, Tg1) + (x, Tg;) 一 (zx,T'gi 二 工 "gs )， 
由 ZzEX 的 任意 性 得 到 T*(gi 十 gz) = 二 T'gi 十 T'gz. 类 似 可 证 T'(ag) 二 aT'g. 这 
表明 T'* 是 线性 的 , 利用 式 (2.8.1) 得 到 
Ht Tgl = iA iTHgll, g EY*. 
因此 T* 是 有 界 的 , 并 且 上 TT 二 吓 TII 另 一 方面 , 对 任意 xzEX, 车 Tz 头 0, 由 
Hahn-Banach 定理 的 推论 ， 存在 Bo EGY”， 使 得 ligo = 1, (Tz ;80) 一 lIzx ll. 于 是 
ITzl= (Tr,go) = (zx,T'go) < T'golllizll 
Tlgollll zt = TWh. 
当 Tz 二 0 时 ,上 式 显然 成 立 . 这 表明 TH 过 TL 因此 T= TH 
(2) 设 T,，SE BC(X,Y), 则 对 任意 xz EX, gE€Y*， 
(xz, (T+ S)'g) = ((T+S)zr,g) = (Tr,g) + (Sr,g) 
= (zx,T'g)+ (rz, S'g) = (zx,T'g+ Sg) 
= (xz, (T°* + S°)g). 
由 上 式 得 到 (TT 十 Sg = Tg 十 S'*g (gEY'*). 从 而 (TT 十 S)* = 二 T' 十 S' .类似 可 证 
(aT)" = 二 aT*, 面 
定理 2.8.2 设 X,Y, Z 为 赋 范 空间 . 
(1) 车 AEB(Y,Z), BEB(X,Y), 则 (AB)* = BA4 
(2) 车 1x 和 1x* 分 别 是 XX 和 XX" 上 的 单位 算 子 , 则 下 = Ix:. 
证 明 《1) 对 任意 XEXX, hEZ'*, 我 们 有 
(xz, (AB)h) = (ABz,h) = (A(Bx),h) = (Br,Ah) = (r,B*Ah). 
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由 上 式 知 道 (AB)*h = B*A*h(h€2°'), 从 而 (AB)* 一 BA 
(2) 对 任意 xEX,，f € X"，, 我 们 有 
(zx, IXf) = (xx) = (zf) = (x, Ix: f). 
由 上 式 知道 Rf = Ix*f(f EX'), 从 而 Ix 一 Tx ， 国 
例 2 设 工 :1 一 1 人 (1 二 妨 一 co) 是 右 移 算 子 ， 即 
T(ziyz29°) 一 (0，ziyzo)， 工 一 (ziyza) EL?. 


显然 了 是 有 界 的 . 下 面 我 们 求 工 "的 表达 式 . 由 于 (2) 兰 靖 (2 一 十 9 一 1)， 可 以 将 
T'* 视 为 4 到 1 的 算 子 . 设 


T"(yi»Y2 9») = (Zi,229°), Y= (ysy2 ，,"") 全 


由 共 轿 算 子 的 定义 ,有 
(zx, Ty) = (Tz,y),， rEl?, yEL., 


因此 对 任意 z Sn 《Zi ?并 2 ，"**) ELr， 有 


Daiti = DY YL 一 之 yz 
i=1 i=2 i=1 


分 别 令 I= el(li= 1,2,.), 其 中 {ei} 是 1? 的 标准 基 ， 得 到 zi = Yili 一 1,2,."). 
因此 
T "(yi yy2，…) 一 (yz yy )， yy》 三 (Cy 9 2 0 ER. 


即 T* 是 1 上 的 左 移 算 子 . 
例 3. 设 K(s,t) 是 矩形 [a,5] Xx [ao 上 的 平方 可 积 函 数 . 在 L*[a,5bj 上 定义 算 
子 如 下 


CAZI CY = | Kervpzcpdt， zr€ELi[a,b]. 


由 $2.1 中 的 例 2 和 例 4 知 道 A 是 L?[a,56] 上 的 有 界线 性 算 子 . 现在 求 A' 的 表达 式 . 
由 于 了 [a,6bj* 实 TL?[a,58j], 因此 可 以 将 A'* 视 为 L*:[a,5] 上 的 算 子 . 设 

(A'y) (s) = z(s), y= y(s) EL’[a,b]. 
利用 Fubini 定理 , 对 任意 x EL?[a,6b], 我们 有 


| zcozcod 一 (zy 4y) = (Azx,y) 
= | (KGcvpzcpd)ycods 
= | zc(|Kcpyod)d 


= | zco(| keepycDdt)ds 


因此 z(s) 二 [Ks)y dr. 所 以 


用 
vb 
(A y) (3) = | KG)y Cds, y EL [a,d]. 


设 X,Y 是 赋 范 空间 ,TEBC(X,Y). 根据 定理 2.8.1, T"E€EB(Y*, X*). 对 于 工 * 
同样 定义 其 共 示 算 子 . 记 了 ”= (TD 则 T"* EB(X*,Y"*), 称 之 为 的 二 次 共 
示 算 子 . 

定理 2.8.3” 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,， TEBC(X,Y). 则 对 任意 xzEXX, 成 立 (Tr)** 
一 了 "zz 其 中 zrrz” 和 Tzrr(Tz)” 分别 是 X 到 XX 和 Y 到 Y* 的 标准 媒 入 . 

证 明 设 zEX. 对 任意 gEY', 有 

(g», Tx) = (Tg, 7) = (rz,T'g) = (Tr,g) = (g, (Tr)""). 
因此 (Tz)… =T…xz…， 于 

车 在 标准 岁入 的 意义 下 , 将 多 积 Y 分 别 视 为 X" 和 Y* 的 子 空间 , 即将 z 与 x"* 
不 加 区 别 , 将 Tz 与 (Tz)"* 不 加 区 别 ， 则 定理 2.8.3 的 结果 可 以 叙述 为 : 对 任意 
XEX, 成 立 T zz= Tz. 在 这 种 意义 下 ，T"** 是 的 线性 延 拓 .又 由 于 
T= 中 T* = 上 TH, 因此 T** 是 荆 的 保持 范 数 不 变 的 线性 延 拓 . 


32.9 紧 算 子 


紧 算 子 是 一 种 特殊 的 有 界线 性 算 子 . 紧 算 子 在 算 子 谱 论 中 具有 重要 地 位 ,这 里 
只 介绍 紧 算 子 的 初步 知识 . 

定义 2.9.1 设 X,Y 为 赋 范 空间 ,TT:X ->Y 是 线性 算 子 . 

(1) 称 工 是 紧 算 子 , 若 工 将 X 中 的 每 个 有 界 集 映射 为 Y 中 的 列 紧 集 . 

(2) 称 工 是 有 限 秩 算 子 , 若 TC(X) 是 有 限 维 的 . 

由 定义 知道 , 本 是 紧 算 子 当 且 仅 当 对 XX 中 的 每 个 有 界 序列 {zx,}， (Tz,} 存在 收 
敛 的 子 列 . 此 外 , 车工 将 X 的 闭 单位 球 映射 为 Y 中 的 列 紧 集 , 则 工 是 紧 算 子 ( 其 证 明 
作为 习题 ). 

定理 2.9.1 《1) 紧 算 子 是 有 界 算 子 . 

(2) 有 界 的 有 限 秩 算 子 是 紧 算 子 . 

(3) 设 X,Y，Z 为 赋 范 空间 , AEB(Y, Z), BEB(X,Y). 若 A 或 B 是 紧 算 子 ， 
则 AB 是 紧 算 子 . 

证 明 《1) 由 于 列 紧 集 是 有 界 集 , 故 (1) 成 立 . 

(2) 若 工 是 有 界 的 有 限 秩 算 子 , 则 对 X 中 的 任意 有 界 集 EE, T(E) 是 有 限 维 空间 
T(X) 中 的 有 界 集 ， 因 而 是 列 紧 集 . 因此 工 是 紧 算 子 . 

(3) 设 A 是 紧 算 子 . 对 六 中 的 任意 有 界 集 E, 由 于 B(E) 是 Y 中 的 有 界 集 , 因此 
AB(E) 是 Z 中 的 列 紧 集 ， 从 而 AB 是 紧 算 子 . 车 B 是 紧 算 子 , 则 对 六 中 的 每 个 有 界 
序列 {zx,)}, {Bx,}) 存在 收敛 的 子 列 {Bzx,,), 于 是 {ABz,} 是 {ABz,) 的 收敛 子 列 . 这 
表明 AB 是 紧 算 子 . 加 

将 X 到 Y 的 紧 算 子 的 全 体 记 为 C(X,Y). 
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定理 2.9.2 (1) 车 A, BEC(X,Y), 则 A 二 BEC(X,Y), ah EC(X,Y) (a€ER). 

(2) 若 Y 是 完备 的 ,， A, E C (X,Y), A €E B(X,Y), 并 且 上 A; 一 A -> 0， 
则 A ECCX,Y). 

证 明 (1) 设 {zx,) 是 X 中 的 有 界 序列 . 由 于 A 是 紧 算 子 , 所 以 {Ax,) 存在 一 个 
收敛 的 子 列 {Az, }， 又 由 于 B 是 紧 算 子 , 所 以 {Bz } 存在 收敛 的 子 列 { Br, )}. 于 是 
{CA 十 B)z,,}) 是 {(A 十 B)z,} 的 收敛 子 列 . 因此 和 A 十 B 是 紧 算 子 . 类 似 可 证 aA 是 紧 
算 子 ， 

(2) 设 {x,} 是 XX 中 的 有 界 序列 , zs1 委 MG 三 1). 对 任意 s 二 0, 取 z 足够 大 


使 得 14A。 一 All < 3H7 由 于 Au 是 紧 算 子 , 故 {A。 z,) 存在 收敛 的 子 列 {A, zu ) ,于 


是 存在 K > 0 使 得 当 k, 1 > 时 ,Az 一 A zn 上 二子. 于 是 当 k,， 1 之 天时 ， 
14Az — Az,l< lAz, — An zal + lA zo — An zll + As, x, — Az,ll 
<lA—Allz,lt++lA— Alllz,l 
€ [3 € 
二 可 十 可 十 可 一 E.。 
这 说 明 {(Azw } 是 Y 中 的 Cauchy 序列 . 由 于 Y 是 完备 的 , 因而 {Az, } 收敛 . 这 就 证 明 
了 A 是 紧 算 子 ， 国 
例 1 设 {ay } 是 无 穷 矩阵 , 满足 >， 》)|as|* 二 oo. 定义 算 子 T:2 一 [使 得 


iml j=1 


T(x ya) 一 (yi »Y29"""), 立 一 (Zi) €L, 


其 中 Ji 一 > VanzidGi 二 二 1,2,.…). 容易 验证 天 是 有 界线 性 算 子 . 对 每 个 二 1,2,°..， 
j=1 
令 
T, (Zz1 ;XT29°"") 一 《yiyy2 9 Yn 0 工 三 (Zi;) EL, 


则 每 个 T, 是 有 界 的 有 限 秩 算 子 , 因而 是 紧 算 子 . 对 任意 xz 二 《zi) EL，, 我 们 有 
IC 工 一 TD)z 肛 = lyl* = 3 二. 


Wy 


Sl Del = p33 1 z 肾 . 


imntl jl ntl j=l 


因此 
1T 一 1 过 (3 Phasl: ) 0 0 


根据 定理 2.9.2, 人 丁 是 紧 算 子 . 
例 2 设 K(s,t) 是 [a,5]X[a,b] 上 的 连续 函数 . 定义 算 子 TT:C[la,b] 一 C[a,6]， 


(Tzr)(s) = [KGsDzW de, rE€ECLla,bl]. 


站 


在 $ 2.1 例 6 中 我 们 已 经 知道 工 是 有 界 的 ,现在 证 明代 是 紧 算 子 . 设 E 是 CLa, 妇 中 的 
有 界 集 , | zl < MC(z EE). 由 于 工 有 界 , 故 T(E) 是 C[e, 妇 中 的 有 界 集 . 由 于 KGs,t) 
是 [a,5] x [ca, 妇 上 的 连续 函数 . 因此 对 任意 s> 0, 存在 8 之 0, 使 得 当 s， ss € [a,6] 
并 且 |s 一 中 一 SG 时 


[23 
IKCs,D) — Ks < 到 Ga， t ELa,b]. 
于 是 对 任意 xz EE, 我 们 有 
|CKz) (51) — (Kzr) (ss)| 一 | (Kls1,t) — Klss,t)) ri dt 


b 
<| IKCa DD 一 KG zl dt 


E 
< MGO- 0) .Tea 一 E€, 


这 表明 T(E) 是 等 度 连续 的 函数 族 . 根据 Arzela-Ascoli 定理 ,T(E) 是 CLa,6b] 中 的 
列 紧 集 . 从 而 工 是 紧 算 子 . 

定理 2.9.3” 设 X,Y 是 赋 范 空间 . 车 T:X 一 了 是 紧 算 子 , 则 T" 也 是 紧 算 子 . 

证 明 ” 设 Sx 是 X 的 闭 单位 球 , Sy* 是 Y* 的 闭 单位 球 , 我 们 要 证 明 T(Sy…) 是 
X" 中 的 列 紧 集 ， 由 于 XX" 是 完备 的 ， 只 须 证 明 T*(Sy*) 是 完全 有 界 集 . 

由 于 了 是 紧 算 子 , 故 TCSx) 是 列 紧 的 ， 从 而 是 完全 有 界 的 . 对 任意 二 0， 设 


E ={y »Y2 9 yn ) 是 T(Sx) 的 工 - 网 . 即 对 任意 XESx, 存在 Yi EE, 使 得 
Tz 一 之 地 (2.9.1) 
作 上 映射 A :Y* 一 K", Ag 一 (CC) go) 8gCy)) 则 对 任意 g&gEY"， 
lAg l= (De):): < (Dell yl) = (CO yl) hel 
i=1 i=1 i=1 
所 以 A 是 有 界 的 有 限 秩 算 子 , 从 而 是 紧 算 子 . 于 是 A(Sy*) 是 完全 有 界 集 . 因此 存在 
Bl B23" Bm ESy'*， 使 得 {Ag' ,Ag; Ag 是 A(CSy) 的 地 - 网 . 即 对 任意 gESCY'*) 存 
在 gi(l 过 km)， 使 得 
( lay) — ey)l’)! =1Ag —Agul < 
从 而 
lgCy0) — giCy)| = 了 i.= 1,2,° ,nn. (2.9.2) 


于 是 当 g ESy*,，xESx 时 ,由 式 (2.9.1)、 式 (2.9.2) 两 式 得 到 
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lg(Tz) — gel To le (Tr) — gy)|+ lgCy7) — glyi)|+ |gi Cyi) — gi Tx)| 
<lelliTz— y+ 有 +edliy; 一 Ti 


一 1Tz 一 yw 上 + 二 +1Tz 一 %1 < 于 (2.9.3) 


利用 式 (2.9.3) 得 到 
IlT*g— Tgll= sup ICT'*g— Tg:) (2)| 
= suplg(Tzr)— gi(Tr)|< 让 <e. 
lzllsa 
这 表明 了 8 了 ge 是 T(Sy') 的 e- 网 . 因此 T*(Sy:) 是 完全 有 界 集 ， 从 
而 T' 是 紧 算 子 . 于 


习 题 2 


1. 设 X,Y 是 赋 范 空间 , T:X 一 Y 是 线性 算 子 . 证 明 若 工 在 X 上 的 某 一 点 连续 ， 
则 工 在 X 上 连续 . 

2. 设 X,Y 是 赋 范 空间 ，T :X 一 Y 是 线性 算 子 . 证 明 工 有 界 的 充 要 条 件 是 工 将 
X 中 的 每 个 完全 有 界 集 映射 为 Y 中 的 完全 有 界 集 . 

3. 设 1 过 p 二 吕 ，{ai}) 是 一 有 界 数 列 . 定义 算 子 

T :Ll? ~ lt, T(Zzyz…) = (diXi sa2T2 ,°°), 
(1) 计算 1TI (2) 证 明 工 存在 有 界 的 逆 算 子 ”的 充 要 条 件 是 m 二 inf lai|> 0. 
4. 在 CL0,1] 上 定义 泛 函 


去 1 
Hz) = rod 一 | rpd, =ec[0,1] 
到 


(1) 计算 由 Fl (2) 证 明 不 存在 zECfEo,1], 使 得 上 zll 志 1, 并 且 f(x) = 中. 

5. 定义 (Tz) (bo 二 霸 (2). 分 别 将 T 视 为 L*[0,1] 到 L100,1] 的 算 子 和 LL*[0,1] 
到 L[0,1] 的 算 子 , 计算 上 Ti. 

6. 设 a€EL”[a,b],，1 过 pp 过 oo. 定义 T:L?[a,6] -> L?[a,b], (Tz) (z) = 
a(z)zlzt). 证 明 中 TI = lall. 

7. C[a,b] 上 的 线性 泛 函 f 称 为 是 正 泛 函 ,如 果 当 zx(z) 三 0GEfa, Oo) 时， 有 
f(z) 之 0. 证 明 CLa,5] 上 的 正 泛 水 是 有 界 的 , 并 且 上 fl| 二 f(1). 

提示 : 车 xzEC[a,6b], lzll 志 1, 则 1 土 x(t) 写 0. 

8. 设 X,Y 为 赋 范 空间 , 1 二 pp 二 ce. 在 XXY 上 定义 范 数 

Czy ly = dz + lylP)s, Cz,y) EXXY. 


车 EX',f;EY'*, 令 f(x,y) = f(T) 二 f(y) ((x,y) EXXY). 证 明太 E 
(XXY)" ,并且 HAI dh 十 lfelh)%, 这 里 p71 十 gq 二 1. 


ee 


9. 设 a 一 (4,) 是 一 数列 , 使 得 对 每 个 z 二 (z,) E co， 级 数 air, 收 伊 .证 明 
a€Ll. 

10. 证 明 算 子 Tico -> co，T(z ma ss) 一 (mn 到 ra， 可 忆 ) 是 一 对 一 
喘 上 的 有 界线 性 算 子 ,但 了 -! 不 是 有 界 的 .试问 这 与 逆 算 子 定理 是 否 巴 盾 ? 为 什么 ? 


11. 设 X 是 Banach 空 间 , f, EX*(n 宇 1), 使 得 》) |f,(z)| 二 colxEX). 证 明 
n= 1 


存在 常数 M, 使 得 对 于 每 个 xEX 有 > AACE 


提示 : 考虑 算 子 序列 T, :X22, T(r) = 二 (f(x), folr) ,i, f(r) 0). 利 
用 共鸣 定理 . 

12. 设 X,Y, Z 是 Banach 空间 , :XXY 一 Z. 对 每 个 固定 的 x-EX 或 y EY， 
T(z,y) 关于 男 一 个 变量 是 有 界 的 ,线性 的 . 证 明 T(x,y) 关于 (x,y) 是 连续 的 ( 即 当 
Tn 并 ;yy 产 y 时 ， T(zs， y,) -> T(x,y)), 并 且 存 在 常数 c > 0, 使 得 

TCz,w) He elzllyll (rE X, y EY). 

提示 : 设 z, 一 zz 加 一 令 A,(y) = T(z,,;y)， 对 算 子 序列 {A,) 利 用 共 哆 
定理 . 

13. 设 X 是 Banach 空间 . 证 明 若 f EX*,，f 关 0, 则 是 开 映 射 . 

14. 举例 说 明 开 映射 未 必 将 闭 集 映 射 为 闭 集 . 

15. 设 X 是 Banach 空间 , E,, E; 是 X 的 闭 线性 子 空间 , 使 得 X= 忆 四 巴 . 证 
明 存 在 c 二 0， 使 得 对 任意 > 一 Ti 二 x(x EE, rx, EE,) 成 立 

zlle cellzll, lz 和 cllzll， 

提示 : 考虑 算 子 Pi(x)= zi, P(r)= xs(r= I1+Zz EX). 利用 闭 图 像 定理 . 

16. 设 X 和 Y 是 赋 范 空间 ，T:X 一 Y 是 闭 线性 算 子 . 证 明 : 

(1) 工 将 X 中 的 紧 集 映射 成 Y 中 的 闭 集 . 

(2) NC(T) 是 X 的 闭 子 空间 . (这 说 明 当 N(T) 是 闭 集 时 , 工 不 一 定 有 界 . 这 与 
定理 2.1.2 形成 对 照 ). 

17. (1) 设 X,Y 是 距离 空间 . 证 明 若 全:X 一 Y 是 一 对 一 映 上 的 闭 算 子 , 则 TT 
是 闭 算 子 . 

《2) 用 闭 图 像 定 理 证 明 逆 算 子 定理 . 

18. 设 小 由 和 小 小 是 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 , 使 得 X 关于 两 个 范 数 都 成 为 
Banach 空间 . 若 对 任意 {zx,} CX, lx, 一 0 蕴涵 上 | zx, i 一 0, 证 明 当 1 zl -0 时 ， 
必 有 | z， 由 一 0. 


19. 在 C[0,1] 上 定义 新 范 数 :zl 一 | .lz(o1d#. 证 明山 与 C[o,1] 上 原来 的 
范 数 不 是 等 价 的 .结合 推论 2.3.4， 可 以 推出 什么 结论 (参见 习题 1 中 第 35 题 )、 
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20. 设 ||- 几 是 C[a,6] 上 的 另 一 范 数 , 使 得 (CLa,5j, -路 ) 成 为 Banach 空间 ， 
并 且 当 iiz, 一 zh 一 0 时 必 有 Zz,(?) 一 (2) (2E [a, 妇 ). 证 明 | 吊 与 C[a,6j] 上 的 原 
来 的 范 数 外 | 等 价 ， 

提示 : 考虑 CLa,b] 上 的 恒 等 算 子 , 利用 闭 图 像 定理 ， 

21. 设 X,Y 是 Banach 空间 , T:X 一 Y 是 一 对 一 的 有 界线 性 算 子 . 将 工 视 为 X 
到 R(T) 的 算 子 , 则 工 存 在 逆 算 子 T-. 证 明 T- :R(T) 一 XX 有 界 当 且 仅 当 R(T) 
是 Y 中 的 闭 集 . 

22. 证 明 在 实 空间 /” 上 存在 线性 泛 函 f, 满足 : 

(1) limz, < f(z) < imz,. 

(2) 当 z = (z,) Ec 时 , f(z) = limz,.( 称 f(x) 为 x 二 (zx,) 的 Banach 极 限 ). 

提示 : 令 p(x) 一 lmz, (x El). 利用 Hahn-Banach 定理 (定理 2.4.1). 

23. 设 zx rT2 9 9 Tn 是 赋 范 空间 X 中 的 n 个 线性 无 关 的 向 量 ， di dz sya, EK 
(标量 域 ). 证 明 存 在 f € X* 使 得 : 

(1) flzi) = aiCi = 1,2,°" ,7). 

(2) mal 去 M 的 充 要 条 件 是 对 任意 Ai » As so A EK 成立 


[Bal< MI azil 
i==l iml 


24. 设 和 是 赋 范 空间 ，zi ,zo，… ,zx, 是 X 中 的 个 线性 无 关 的 向 量 . 证 明 存 在 
fi FF EX", 使 得 fi(x;) = 6; (6: = 1， 05 =0 (天 7 力 )， 
25. 证 明 无 限 维 赋 范 空间 的 共 恩 空间 也 是 无 限 维 的 ， 
提示 : 利用 上 一 题 的 结论 . 
26. 设 XX 是 可 分 的 赋 范 空间 . 证 明 存在 {f,) CX*，, 使 得 对 任意 zxEX, 成 立 
上 zl = sup| 亡 (z 咱 ， 


27. 用 闭 图 像 定理 证 明 : 设 X,Y 是 Banach 空 间 , T:X 一 Y 是 线性 算 子 . 车 对 每 
个 FEY"” 必 有 .FTEX"， 则 工 有 界 . 

28. 设 X,Y 是 赋 范 空间 , X 关 {0}. 证 明 若 BC(X,Y) 是 完备 的 , 则 Y 是 完备 的 . 

提示 : 适当 选取 fEX". 车 {y,} 是 Y 中 的 Cauchy 序 列 , 考虑 算 子 序列 TCz) = 
f(r)y, (rx EX). 

29. 设 五 是 赋 范 空间 X 的 闭 子 空间 ,xo。E X\E, 证 明 EE == span(E, zo) 也 是 X 
的 闭 子 空间 . 

提示 : 利用 Hahn-Banach 定理 的 推论 . 

30, 设 记 是 赋 范 空间 X 的 线性 子 空间 , xo。E X. 则 zx。EE 当 且 仅 当 对 任意 f EX ， 
车 f(x) = 0C(xEE), 则 f(xo) =0. 

31. 设 户 是 赋 范 空间 X 的 线性 子 空 间 ，zo E X. 证 明 

d(xzosE) = sup{|f (zo)|:f EX', NFS<1, fr) = 0(r EE)}. 


泛 函 分 析 
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提示 : 利用 Hahn-Banach 定理 的 推论 (推论 2.4.7). 

32. 设 瑟 是 赋 范 空间 X 的 线性 子 空 间 ， 户 E 开 (2 一 1,2,…)， 并 且 supllyl 一 co. 
令 T(z) 一 (万 (z)， PCz)，…)， rEE. 证 明 : 

(1) TEB(E, 1™), 并 HTH = sup fl. 

(2) 存在 了 E BCX, 1”)，, 使 得 了 |s = T, 并 且 | 人 1 = 中 Tl. 

33. 《 算 子 延 拓 定理 ) 设 X 是 赋 范 空间 , E 是 XX 的 稠密 的 线性 子 空间 ，Y 是 
Banach 空间 ，T € BC(E,Y)， 则 存在 唯一 的 了 E€ BC(X,Y), 使 得 了 |s = T, 并 
有 旦 T= 中 TIL 

34. 设 瑟 是 赋 范 空间 X 的 极 大 真子 空间 . 证 明 要 么 玉 是 闭 集 , 要 么 忆 在 X 中 筒 
密 . 

35. 设 久 是 线性 空间 ， 所 和 f; 是 X 上 的 线性 泛 函 . 证 明 N(f) = NC 户 ) 当 且 
仅 当 存 在 入 关 0, 使 得 f; = 4f). 

36. 设 X 是 实 赋 范 空间 , A 是 X 中 的 闭 凸 集 ， 并 且 0 A. 证 明 存 在 f EX 和 
r > 0, 使 得 f(x) 宇 r(x EA). 

37. 设 王 是 实 赋 范 空间 X 中 的 闭 凸 集 , 五 尖 X. 证 明 互 是 X 中 的 一 族 半空 间 的 
交 . 

38. 设 A 是 实 赋 范 空间 X 中 的 非 空 开 凸 集 , 是 X 的 线性 子 空间 , A 站 E= 他. 
证 明 存 在 f € X"，, 使 得 f(x) = 0(tEE), 并 有 是 f(x) > 0CzEA). 

39. 证 明 (R", -中 妆 衬 《R" ， 1 7， 其 中 


1 zh = 2 加 |， zlle = maxlz|, zER". 
40. 证 明 cf 实 7. 
41. 证 明 c* 衬 LW. 并 且 对 任意 f Ec*，, 存在 a = (ao, al，as，…) E , 使 得 
f(z) = ao limz, + > T= (x) Ec. 
并 且 17l = lalh. 
42. 设 f(z) = | Ce2)de， ZEL [0,1]. 证 明 /E13[0,1]"，, 并 且 利用 共 生 空 间 


的 表示 定理 计算 由 fl. 
43. 设 a 二 alt) 是 [a,6] 上 的 可 测 函 数 , 1 之 p 二 0,p-1 十 g-! 二 1. 车 对 任意 
rE€EL’[a,b], a(t) z(t) 在 [a,6] 上 可 积 ， 证 明 a€L’[a,bl]. 
提示 : 对 每 个 n= 二 1,2,…, 令 
F(z) 一 [zwa, Dd (zr EL?*[a,6)), 


其 中 ww 人 = a(t)xilecrl zn (t). 利用 共鸣 定理 . 
44. 设 1 三 p 二 吕 ,p7' 十 gq 二 1. 证 明 对 任意 xEL?[a,6b]， 


二 
bv 
zll, = sup{ J z(Dy(Ddl|， yeLfeo lyll, < 1). 


45. 设 z,(1) = 二 nn?X (0,1 (t) (n 宇 1). 验证 在 L’*[0,1](1 <p<=%) 中 zx,—*-0， 
但 不 强 收敛 于 0. 
46, 对 于 每 个 n= 二 1,2,.， 在 LT0,1] 上 定义 泛 函 
| 了 GZ 大 三 J zcped， T= z(t) EL'LO,1] 


证 明 f, EL'[0,1J", 并 且 f, 0. 

47. 设 X 是 赋 范 空间 , zx,,zEX, f,，f EX". 证 明 车 zt 一 zx， f, 一 > f, 则 

frrx,) 一 fx) (n— co). 

48. 设 久 是 Banach 空间 , z,,xEX, f,,f EX'. 证 明 车 zx, x, f, wf， 
则 f(x) 一 f(x) (n ~ o0). 

49. 证 明 若 zx, 一 ~ 工 ， 则 lm lz 大 上 zl 

50. 设 X,Y 是 Banach 空间 , 丁 :X 一 Y 是 线性 算 子 . 证 明 工 有 界 的 充 要 条 件 是 
当 z, x 时 , Tx, > Tz, 

提示 : 充分 性 . 利用 闭 图 像 定 理 

51. 设 玉 是 赋 范 空间 X 的 闭 子 空间 . 证 明 若 {z,) CE, zx, ->xo. 则 xo EE. 

52. 设 A 是 实 赋 范 空间 X 中 的 闭 凸 集 . 证 明 车 {z,} CA, x, 一 -zxo. 则 zo EA. 

53. 设 X 是 自 反 的 空间 ，{z,》 C X. 证 明 若 对 任意 f EX" ，f(z,) 收敛 ， 则 
{z*} 弱 收敛 . 

54. 设 和 是 赋 范 空间 ， 记 ，FEX"， sup lf 二 ce. 证 明 若 对 X 的 某 个 稠密 子 
集 A 中 的 元 xz, 有 f(z) 一 f(z), 则 ff. 

55. 设 {a,} 是 有 界 数列 , 1 过 p 二 oo. 试 求 工 "的 表达 式 . 这 里 

TL -> TOzyz yw) = (a zi sa Ts,*). 
56. 设 0 二 a 过 1. 试 求 开 "的 表达 式 . 这 里 
T:L[0,1] -> L:[0,1], (Tx) (1t) = z(t°). 

57. 设 X,Y 为 赋 范 空间 ，TE B(X,Y). 证 明 N(T'*) = {0} 的 充 要 条 件 是 
=Y, 

提示 : 证 明 必 要 性 时 利用 推论 2.4.7. 

58. 设 X,Y 为 赋 范 空间 , 了 T :X 一 Y 是 线性 算 子 . 证 明 车 了 将 X 的 闭 单位 球 
S(0,1) 映射 为 Y 中 的 列 紧 集 , 则 工 是 紧 算 子 . 


59, 设 1<p< oo 证 明了 Ti 一 2 Ta mm 一 (ma 去 aa， 言 sa )] 是 
紧 算 子 . 
60. 证 明 T:C[o,1] > C[0,11, (Tr) (2) 二 | zs)qs 是 紧 算 子 . 
o 


R(T 


~ 
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61. 证 明 荆 :C[0,1] 一 C[0,1J, (Tz)(z) = 妇 ( 不 是 紧 算 子 . 
62. 设 C'"[a, 刀 是 在 [a,6] 上 具有 连续 导数 的 函数 的 全 体 . 在 C"[a,6] 上 定 
义 范 数 
jz 一 max lz(WI+ max lz’'W|, recv [a,d) 


证 明 栋 入 算 子 :C [a,b5] 一 CLa,bj, Jx 一 工 是 紧 算 子 . 
63. 设 X,Y 为 赋 范 空间 , TT:X 一 Y 是 紧 算 子 . 证 明 当 ,一 vz 时 , Tz, 一 Tr. 
64. 设 久 是 无 限 维 的 赋 范 空间 ，T EB(X). 证 明 车 本 存 在 有 界 逆 算 子 荆 ， 则 
T 不 是 紧 算 子 (特别 地 , 无 限 维 赋 范 空间 上 的 单位 算 子 不 是 紧 算 子 ). 
65, 设 X,Y 是 Banach 空间 ,dimY = co. 证 明 若 本 :XX->Y 是 紧 算 子 , 则 TCX) 关 YY. 
提示 : 利用 开 上 映射 定理 . 
66. 设 XX 是 赋 范 空间 , Y 是 Banach 空间 ,， TE BCLX,Y). 证 明 若 工 "是 紧 算 子 ， 则 
工 也 是 紧 算 子 . 


第 3 章 Hilbert 空间 101 


第 3 章 Hilbert 空间 


在 第 1 章 介绍 的 距离 空间 和 赋 范 空间 ,程度 不 同 地 都 具有 类 似 于 R" 的 空间 结 
构 . 注意 在 R" 上 还 具有 向 量 的 内 积 , 利用 内 积 可 以 定义 向 量 的 模 和 向 量 的 正 交 . 但 
在 一 般 的 赋 范 空间 中 , 由 于 没有 定义 内 积 ， 因 此 不 能 定义 向 量 的 正 交 , 内 积 空间 是 
定义 了 内 积 的 线性 空间 . 在 内 积 空间 上 不 仅 可 以 利用 内 积 导 出 一 个 范 数 , 还 可 以 利 
用 内 积 定义 向 基 的 正 交 ,， 从 而 可 以 讨论 诸如 正 交 投影 、 正 交 系 等 与 正 交 有 关 的 性 质 . 
Hilbert 空间 是 完备 的 内 积 空间 . 与 一 般 的 Banach 空间 相 比 较 ，Hilbert 空间 上 的 理 
论 更 加 丰富 、 更 加 细致 . 


3 3.1 “内 积 空间 的 基本 概念 


本 节 介 绍 内 积 空间 的 基本 概念 ， 以 及 在 内 积 空间 中 的 几 个 重要 的 等 式 和 不 
等 式 . 

定义 3.1.1 设 瓦 为 线性 空间 ,其 标量 域 为 K. 若 对 任意 zx,y E 日 都 有 一 个 数 
(zy) EK 与 之 对 应 , 使 得 对 任意 zsysz EE 日 和 a, BEK, 满足 : 

(1) 非 负 人 性: (zx,z) 宇 0, 并 且 (z,z) 二 0 当 且 仅 当 z= 0. 

(2) 共 示 对 称 性 : (y,z) = (x,y). 

(3) 对 第 一 个 变 元 的 线性 性 : 

(az 十 By,z) 一 aCzyz) 十 BCyyz)， 

则 称 函 数 (……) 为 互 上 的 内 积 , 称 (z,y) 为 xz 与 y 的 内 积 . 称 电 按照 内 积 (:，*) 成 为 
内 积 空间 . 

利用 内 积 的 共 力 对 称 性 和 对 第 一 个 变 元 的 线性 性 得 到 , 对 任意 zx,y,zEH 和 aEK 
成 立 : 

(1) (0,z) = (zx,0) = 0. 

(2) (zyay) = a(x,y). 

(3) (zx,yy+ 2z) 一 (zyy) 十 (zyz). 
由 于 内 积 满足 (2) 和 (3)， 称 内 积 关 于 第 二 个 变量 是 共 配 线性 的 . 若 五 是 实 线性 空 
间 , 则 内 积 是 对 称 的 , 并 且 对 两 个 变量 都 是 线性 的 . 

定理 3.1.1 设 互 是 内 积 空间 ， 

(1) 对 任意 z,yE 互 成 立 
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[Cryy)|? 过 (x,x)(y,y) (Schwarz 不 等 式 ). Ll 

(2) 令 1zl = wzyz) 《xEH), 则 lj 是 互 上 的 范 数 , 称 之 为 由 内 积 导 出 的 范 数 . 
证 明 (1) 当 y 二 0 时 , 式 (3.1.1) 显然 成 立 . 现在 设 y 关 0, 对 于 任意 的 AEK， 


0 过 (z 十 My 十 My) = (rz) (Cr, Ay) 二 (Ay,r) + (Ay, Ay) 
= (x,7) + 2Re A(z,y) + I):(y,y). 


取 4 二 一 包罗 ， 代 和 得 CCzz)C，3) 一 (zx,3)1*) 之 0. 从 而 得 到 式 (3.1.1). 


(2) 显然 zl = 二 0 工 二 0， 并且 llazj| = lejl jizll. 利用 Schwarz 不 等 式 
得 到 
z+ yl = (z+ yr+y) = (rz) 2Re(r,y) + (y,y) 
(rT) +2)Cr, y+ Cy,y) 
lz +2V zz Vy) + ly = dzl+ lylD’. 
因此 fx 十 下 志 上 zi 十 lyll. 这 就 证 明了 小 外 是 五 上 的 范 数 ， 量 
设 互 是 一 内 积 空 间 . 根据 定理 3.1.1, 昌 按 照 由 内 积 导 出 的 范 数 成 为 赋 范 空间 . 
后 总 是 将 内 积 空间 按 这 个 范 数 视 为 赋 范 空间 . 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 . 
利用 范 数 的 记号 ，Schwarz 不 等 式 可 以 写 为 


[Cz zlyll (rz,yEH). 
例 1 对 任意 T= (x Tu 《2 3y2 Vn) EK", 定义 


(zy) 一 yzyi 


1 


则 (.，) 是 K" 上 的 内 积 . 由 这 个 内 积 导出 的 范 数 就 是 K" 上 通常 的 范 数 . 由 于 K" 是 
完备 的 ,因此 K" 是 Hilbert 空间 . 
例 2 在 上 定义 


(X,Yy) 一 DD. x,yEL. 
由 H6lder 不 等 式 得 到 


> es Sy (Pb) 一 co. 
因此 级 数 2， y, 绝对 收敛 . 这 表明 (zy) 的 定义 是 有 意义 的 . 容易 验证 (.,*) 是 六 


上 的 内 积 , 由 这 个 内 积 导出 的 范 数 就 是 $ 1.3 中 在 上 定义 的 范 数 ， 由 于 2 是 完备 
的 , 因此 按照 这 个 内 积 成 为 Hilbert 空间 ， 
类 似 地 , 在 L*(E)(E 是 R" 中 的 可 测 集 ) 上 定义 


CEs | zc FD dt, zy ELE). 
则 (.,-) 是 L*(E) 上 的 内 积 .L?*(E) 按照 这 个 内 积 成 为 Hilbert 空间 . 
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定理 3.1.2 设 互 是 内 积 空间 , 则 内 积 (z,y) 关于 两 变 元 是 连续 的 . 即 如 果 


Th > Ty 一 yy， 则 (zy) 一 (zy). 
证 明 ”由 于 {z, 收敛, 故 {x,) 有 界 . 由 Schwarz 不 等 式 得 到 
[zy) 一 (zy 一 | 人 zy 加) 一 (zy) 十 (zyy) 一 (zyy)| 
= jz 一 y) 十 (zs 一 并 3y)| 
Izy — yl+lz — zllyl— 0. 
因此 (zx,;,y,) 一 (zy)， 国 
定理 3.1.3 设 互 是 内 积 空间 , 中 | 是 由 内 积 导 出 的 范 数 . 则 对 任意 zx,yE 互 成 


立 
上 z+ 二 lz 一 ylF = 2dlz 上 十 ly ). (3.1.2) 

这 个 等 式 称 为 平行 四 边 形 公式 、 当 日 是 实 空间 时 成 立 
Cx,9) = tol — ley). (3.1.3) 


当 妃 是 复 空间 时 成 立 
Cy) 一 于 dz 十 于 一 民 一 并 十 ilz 二 io 必 一 ilz 一 ip 下 )。， 《3.1.4) 


式 (3.1.3) 和 式 (3.1.4) 称 为 极 化 恒等式 . 
证 明 ”对 任意 xz,yEH 
(十 2 十?) = 二 (TT) 十 (zy) 十 (yx) 十 (y,y)， 
(TZ— Ty) = (TT) 一 (zy) 一 (yz) 十 (yyy). 
两 式 相 加 即 得 式 (3.1.2). 两 式 相 减 得 到 
(Z 十 2Z 十 2) 一 (一 yz 一 y) 一 2[(z,y) 十 (yz)]. (3.1.5) 
当 互 是 实 空间 时 ，(z,y) 二 (y,7z), 由 式 (3.1.5) 得 到 式 (3.1.3). 当量 是 复 空 间 时 ， 
在 式 (3.1.5) 中 将 y 换 为 iy, 并 且 两 边 乘 以 i, 得 到 
i(ztiy rtiy)—i(z—iy,r—iy) = 2((r,y) — (y,x)]. aniat) 
将 式 (3.1.5) , 式 (3.1.6) 两 式 相 加 即 得 式 (3.1.4). 和 力 

Schwarz 不 等 式 , 平行 四 边 形 公式 和 极 化 恒等式 非常 重要 , 在 内 积 空间 的 理论 
中 经 常用 到 . 其 中 平行 四 边 形 公式 在 R: 中 就 是 熟知 的 几何 定理 :平行 四 边 形 的 两 条 
对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 四 边 长 度 的 平方 和 ,如 图 3.1.1 所 示 . 

注 1 由 定理 3.1.3 知 道 , 若 X 是 一 赋 范 空间 , 则 其 范 数 可 以 由 X 上 的 一 个 内 积 
导出 的 必要 条 件 是 ，X 上 的 范 数 满 足 平行 四 边 形 公式 . 反 过 来 可 以 证 明 , 若 X 上 的 
范 数 满足 平行 四 边 形 公式 , 则 可 以 在 X 上 定义 一 个 内 积 , 使 得 由 这 个 内 积 导出 的 范 
数 就 是 X 上 原来 的 范 数 (参阅 参考 文献 [1]). 
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图 3.1.1 
关于 内 积 的 极 化 恒等式 可 以 推广 到 一 般 的 双 线 性 泛 函 . 
定义 3.1.2 设 旦 是 内 积 空 间 , p: 囊 X 五 一 开 是 定义 在 百 X 吾 上 的 泛 函 . 若 
对 任意 zz,yE 日 和 a,BEK 成 立 
plar+By,z) 一 ap(zyz) 十 Bp(Cy,z)， 


pray 十 pz) 一 ap(zyy) 十 Bp(Czyz). 
则 称 ?是 玉 上 的 双 线 性 泛 函 . 
注意 , 当 电 是 复 空 间 时 , 双 线 性 泛 函 p(x,y) 关于 第 二 个 变量 > 并 不 是 线性 的 ， 
而 是 共 罗 线 性 的 . 
例如 , 设 A: 互 一 日 是 线性 算 子 , 则 g(x,y) = (Az,y) 是 电 上 的 双 线 性 泛 函 . 
定理 3.1.4 设 昌 是 复 内 积 空 间 , p(xz,y) 是 及 上 的 双 线 性 泛 函 . 则 对 任意 
x,yEH 成 立 


PCryy) 一 于 [gz 十 yZ 十 y) 一 PCz 一 》 工 一 >) 十 


ip(z 十 iyyz 十 iy) 一 ip(z 一 iyz 一 iy)]. (3.1.7) 
证 明 ”在 式 (3.1.4) 的 证 明 中 , 将 内 积 (z,y) 换 为 PCz,y) 即 可 得 到 式 (3.1.7) 的 
证 明 ， 加 
推论 3.1.5 设 互 是 复 内 积 空间 , A :HH 一 日 是 线性 算 子 . 则 对 任意 zx,yE 昌 成 
立 
(Ar,y) 一 于 [CA(z 十 罗 ， Z 十 y) 一 (4A(Cz 一 y)，Zz 一 y) 十 
i(4A(Cz 十 iy)，z 十 iy) 一 1CACz 一 iy)，z 一 iy)]. (3.1.8) 
证 明 对 g(rz,y) 二 (Azr,y) 应 用 式 (3.1.7) 即 得 . 是 
上 述 的 式 (3.1.7) . 式 (3.1.8) 两 式 也 称 为 极 化 恒等式 . 
推论 3.1.6 设 电 是 内 积 空间 ,A 和 B 都 是 玉 上 的 线性 算 子 . 
(1) 车 对 任意 zx,yE 互 成 立 (4z,y) 二 (Bx,y), 则 A= 了. 
证 明 《〈1) 由 假设 条 件 推出 
((4 一 B)zryy) 一 0 (zy 和 万 ). 
令 y= (4 一 B)z, 代 入 上 式 得 到 
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((A—B)zx, (A—B)x)=0 (xr€EH). 
因此 (A 一 B)z == 0. 从 而 Ar = Br(xXEH), 即 A=B. 


(2) 由 式 (3.1.8) 知道 (Ax ,y) 完全 由 型 如 (Az,z) 的 内 积 确定 . 因此 由 假设 条 件 
推出 ,对 任意 x,yE 晶 成立 (Azr,y) 二 (Br,y). 由 结论 (1) 即 知 结论 (2) 成 立国 


8$3.2 正 交 投影 


3.2.1 ” 正 交 性 


在 R" 中 我 们 已 经 熟悉 两 个 向 量 正 交 的 概念 . 设 z,yER". 若 (z,y) = 二 0, 则 称 工 
与 y 正 交 . 类 似 地 , 在 内 积 空 间 中 也 可 以 定义 向 量 的 正 交 ,从 而 可 以 讨论 向 量 的 正 
交 分 解 和 向 量 在 子 空间 上 的 正 交 投影 . 

定义 3.2.1 设 互 是 内 积 空间 . 

(1)* 设 zf,yEH. 若 (z,y) 一 0,， 则 称 工 与 y 正 交 , 记 为 | yy. 

(2) 设 M,N CH. 若 对 任意 zxEM 和 yEN, 都 有 zy, 则 称 M 与 N 正 交 , 记 
为 MJ]N. 特别 地 , 设 zE 互 , 车 xz 与 N 中 的 任意 向 量 正 交 , 则 称 z 与 N 正 交 , 记 为 
Z | N. 

关于 向 量 的 正 交 有 以 下 简单 事实 : 

(1) 设 z,y,zEH. 车 rz Lz,y|z, 则 (az 十 By) | zla,8EK). 这 由 内 积 关于 第 
一 个 变量 的 线性 性 即 知 . 

(2) x zz 当 且 仅 当 z = 0. 事实 上 ,x | zx 人 舍 (z,7x)= 二 0 对 z= 二 0. 

定理 3.2.1 ( 勾 股 公式 ) 设 ,Xxs，… ,zs 是 电 中 的 个 两 两 正 交 的 向 量 , 则 有 

1 za 十 zz 十 灾 十 站 一 下 z 用 十 和 za 扒 十 …… 十 作业. 

若 进一步 每 个 2 天 0， 则 zyzz，…yzn 是 线性 无 关 的 . 

证 明 ”由 于 zi,zz，,…zw 是 两 两 正 交 的 , 当 i 关 j 了 时, 《zxi,zj) 一 0， 因此 


[ntat to = (Pa, Ds)= Da 
一 由 2 李 十 上 zs 有 蛤 十 … 十 | 用， 
现在 进一步 设 每 个 天 0. 若 aizi 十 aszz 十 … 十 az 一 0， 则 
aigCziyzi) 一 (aizl 十 azzzs 十 … 十 azoyZi) 一 0. 
由 于 (zizi) 盖 0, 故 ai=0G = 二 1,2,…,n). 这 表明 zyzz，…z 是 线性 无 关 的 . 故 
设 M 是 内 积 空间 互 的 非 空 子 集 . 称 互 的 子 集 
{rz€EH:zr AM 
为 M 的 正 交 补 ， 记 为 M+. 称 ML 一 CML)L 为 M 的 二 次 正 交 补 . 
关于 正 交 补 有 以 下 性 质 : 
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(1) MAM+， 并 且 Mn M+C{0}. 

(2) 若 MCN, 则 Ni CMi. 

(3) M+ 是 日 的 闭 线 性 子 空间 . 

(4) Mi= (M)+= span( MD 1+. 

以 上 结论 的 证 明 留 作 习题 . 

设 E 和 EE, 是 内 积 空间 互 的 线性 子 空 间 . 车 对 任意 xzEH, zx 可 以 唯一 地 分 解 
为 z= zi 十 zo， 其 中 EB,zz Ek, 则 称 H 可 以 分 解 为 E, 和 Ei 的 直 和 积 , 记 为 
砷 二 Ei 鱼 E. 当下 E, 时, 称 这 种 分 解 为 正 交 分 解 . 我 们 将 要 证 明 一 个 重要 的 
正 交 分 解 定理 . 为 此 先 证 明 一 个 最 佳 逼 近 元 的 存在 性 定理 . 

定理 3.2.2 设 瓦 为 内 积 空间 , 已 是 五 中 的 完备 的 凸 集 . 则 对 任意 zxE 瓦 ， 必 存 
在 唯一 的 x。EE, 使 得 


lzx— zo = inflz— yi 


这 样 的 ze 称 为 xz 在 EE 中 的 最 佳 逼近 元 . 
证 明 ”存在 性 . 记 4 = inf lz —yll, 则 存在 {x,} CE 使 得 jimlzx 一 zs 由 一 d 由 
平行 四 边 形 公式 有 
1 ze 十 zw 一 2z 必 十 上 za 一 zs 且 一 20 一 工作 十 下 一 工 姓 >. 
因此 


2 
立 . 


人 zz 二 20z, 一 Zz 上 十 zm 一 z 放 ) 一 4 (3.2.1) 


Zm 十 Zr 
2 


由 于 巨 是 凸 集 ， 故 下 要 全 EE, 从 而 | z 一 至 计 天 | > < 由 式 (3.2.1) 得 到 


zs — zs S20 z+ zr —z)—4d ~ 0(m,n— 00). (3.2.2) 
这 表明 {z, } 是 Cauchy 序列 . 由 于 玉 是 完备 的 . 因此 存在 zo。 EE 使 得 x, -一 xo. 于 是 
lz—zol= limllz—z,l= 4d. 
唯一 性 . 设 zo ,yoEE, 使 得 上 zx 一 zo 上 = 上 zx 一 yo 上 = d. 在 式 (3.2.2) 中 将 zx, 和 
Za 分 别 换 为 zx。 和 yo， 则 该 不 等 式 仍 然 成 立 . 因此 
上 ze 一 加 吾 委 20zo 一 工 民 十 上 一 并 全) 一 4d = 4d? 一 4d* 一 0. 
这 表明 xz。 = 二 
引 理 3.2.3 ” 设 五 是 内 积 空间 的 线性 子 空间 ,XEH, xo EE. 若 zo 是 工 在 五 
中 的 最 佳 通 近 元 , 则 (zx 一 zo) | EE. 
证 明 记 4d= inf jz 一 训 . 设 zx 一 zo = d. 任 取 zEE, 不 妨 设 z 关 0. 对 任 
意 MEK, 由 于 zo 十 4z EE, 因此 
d: <lz— zo —Azl: = lr zol — 2Re ACr— xo;z) + | zfE. 


令 4== 针 二 答 呈 ,代入 上 式 得 
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2 |(z 一 zoz)|2 |(x— zoo))? 2 |z 一 rzoyz)|? 
2 — Rb Pn es nes LN Ce—— 一 过 ee 
“le Ei EE EE 


这 说 明 (zx 一 zo,z) 二 0, 即 (z 一 zo) |z. 这 就 证 明了 (zx 一 zo) LE. 国 

下 面 的 正 交 分 解 定 理 是 Hilbert 空间 中 的 一 个 基本 定理 . 

定理 3.2.4 〈 正 交 分 解 定理 ) 设 互 为 Hilbert 空 间 , 已 是 互 的 闭 子 空间 . 则 对 任 
意 zE 刀 ,zz 可 以 唯一 地 分 解 为 一 zo 十 Zz1， 其 中 zo。EE,zx EE1, 换言之 ,五 可 以 
分 解 为 

H=EQ@E!. 

证 明 ”因为 五 是 Hilbert 空间 , 巨 是 瓦 的 闭 子 空间 , 所 以 玉 是 完备 的 凸 集 . 根 
据 定理 3.2.2, 对 任意 XEH, 存在 xoEE, 使 得 上 x 一 zo 二 infllz — yl. 根据 引 理 
3.2.3, 一 Xo EEt. 邻 z 二 ZX 一 Xos 则 工 == zo 十 Xx 就 是 所 要 的 正 交 分解 . 

再 证 明 分 解 的 唯一 性 . 设 t 可 以 分 解 为 z= 二 zo 十 二 难 十 ,其 中 zx， XbEE, Xi， 
X1EE1t+. 则 一 方面 zo 一 x5EE，, 另 一 方面 xo 一 X46 二 Xf 一 x1EE1. 因此 (zo 一 X46) 上 | 
(zo 一 X46)， 这 说 明 z = zi， 从 而 一 x1. 故 

例 1 (最 小 二 乘法 ) 昌 是 内 积 空 间 , zx,zi，… ,zx,EH. 试 求 n 个 数 ai,as,… ,a,， 使 


z 一 Daixi | 到 得 最 小 值 . 
不 妨 设 zi ,zs，… ,zx, 是 线性 无 关 的 . 令 五 = span(ziyz…z). 则 五 是 五 的 
完备 子 空间 . 根据 定理 3.2.2, 必 存 在 唯一 的 xz 一 > airiEE, 使 得 | z 一 z | 取得 最 小 


值 . 由 引 理 3.2.3 知道 此 时 (x 一 xz。)_|E. 这 等 价 于 (z 一 zz) 一 0 人 一 1 2 2)， 即 
(zo ,Tj;) -= (XX) = 1,2,.",n). 这 说 明 CQlyQ2， Os 应 满足 代数 方程 组 


Dailzis 7)) = (ZX,Xj), 了 一 一 1 ,2 ，…y 71 
im 1 


由 于 使 得 | zx 一 zo | 取得 最 小 值 的 ze 是 唯一 的 , 上 述 方程 组 的 解 是 唯一 的 , 因此 方程 
组 的 系数 行列 式 不 为 零 . 因而 


《1 XI) pe (Zr,X1) 人 (zx, sX1) 


得 


(Ti19T2) … (TT2) %… 《Znoyzz) 


(a 2 
Qa; 二 | i 二 1,2,. ,Nn 
(TI9T1) ，… (ZiyZI) (TX) 


(zi 2 人 (zir zs) (X,» To) 


《这 


定理 3.2.5 设 孔 为 Hilbert 空间 , 瓦 是 互 的 线性 子 空间 ， 则 : 
(1) E11 二 E, 特别 地 , 若 巨 是 闭 的 , 则 下 + 一 E. 


牢 和 oo 


(2) 玖 在 九 中 稠密 当 且 仅 当 五 + 一 {0}. 
证 明 (1) 由 于 El1E1, 故 ECE+1. 而 Et! 是 闭 集 , 从 而 下 CELL， 反 过 来 ， 
设 <EE+LL. 由 于 是 闭 子 空间 , 根据 正 交 分 解 定理 , z 可 以 分 解 为 x = z 十 Xi. 其 
中 xzo EE, zi EE1:CE+. 由 于 xEE1+1, 因此 xz x. 于 是 
《ZiyZU) = (XT— Torr) = (TIT) — (T0171) 一 0. 
因此 x = 0. 从 而 工 = 二 xo EE., 这 表明 E11CE. 因而 Et++= EE. 
(2) 根据 正 交 分 解 定 理 , HH 可 以 分 解 为 H 二 E+. 由 于 Et 二 (E)+. 因此 
EE 在 日 中 秽 密 售 E= HSS(E)t= {0} 镶 Et= {0). | 


3.2.2 ”投影 算 子 


设 五 为 Hilibert 空 间 , EE 是 互 的 闭 子 空间 . 根据 正 交 分 解 定 理 , 对 任意 zEH, zz 
可 人 以 唯一 地 分 解 为 一 Xo 十 1， 其 中 Xo EE, zx) €Et. 称 zo 为 x 在 E 上 的 ( 正 交 ) 
投影 ， 记 为 Ps x. (图 3.2.1 是 Ri 中 的 情形 ). 


图 3.2.1 


由 投影 的 定义 知道 当 且 仅 当 zxEE 时 , Pex = zx, 又 当 且 仅 当 zEEL 时 ，Pez 一 0. 
例 2 设 互 为 Hilbert 空间 ，e ,es,*…,e, 是 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 
二 span(elyez,…e)、 由 于 五 是 有 限 维 的 , 故 玉 是 闭 子 空间 . 现在 求 Ps zx 的 表达 


式 . 由 于 (ei,e)) 一 点 (2 一 1 6 二 00 关门 ), 对 任意 xEH, 记 x 一 > (x ,ee. 
i=l 
则 zo EE， 对 每 个 j 二 1,2,…,n， 有 
(Zzo ,6j) 一 (D(z,ei)ene, )= Dx,e) ese,) - (ze 
‘= i=1 


因此 (zx 一 zo »€;) = 0, 由 于 巨 中 的 元 都 可 以 表示 为 e\ 9e29 en 的 线性 组 合 ， 因此 对 
任意 yEE 有 (x 一 zo,y) 二 0, 从 而 (x 一 70) 已 令 z 二 I 一 zo, 则 x 二 xo 十 x 就 


是 关于 EE 的 正 交 分 解 . 因此 Pez 一 zo = 了 (zee 
1 
定义 3.2.2 设 有 为 Hilbert 空间 ,是 H 的 闭 子 空间 . 称 映射 
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Pr: 万 一 E, 


Per 
为 H 到 EE 的 投影 算 子 , 称 瑟 为 投影 算 子 Pe 的 投影 子 空间 ， 

定理 3.2.6 设 互 为 Hilbert 空间, 已 是 互 的 闭 线性 子 空间 , P= Ps 是 HH 到 EE 
的 投影 算 子 . 则 : 

(1) 已 是 有 界线 性 算 子 . 

(2) lIPl| = 0 或 者 1. 若 正 天 (0)， 则 P= 1 

证 了 明 (1) 设 Xz,yEH， 则 有 = 一 To 十 Ziy 一 y 十， 其 中 Zo yo EE, 1y 
EE. 于 是 zx 十 y 二 zo 十 No 十 ZT 十， 其 中 zz 十 yo EE, Xz 十 yy EE, 故 

P(rz++y)= zy = Pr Py. 
类 似 可 证 Pl(ar) = scPz. 因此 了 是 线性 的 , 由 于 zo | zz, 才 上 zl 二 zolf 十 上. 
于 是 外 Pzl = llzol 科 lzl 因此 P 是 有 界 的 , 并 且 上 Pll 1. 

(2) 若 瑟 = {0}, 则 P= 二 0. 此 时 Pl= 0. 车 天 {0}, 则 存在 xEE, 使 得 
lzj== 1. 则 1Pl 三 liPzll = lzll = 1. 又 已 证 Pl 二 1, 因此 Pl=1. 国 

定义 3.2.3 设 工 是 Hilbert 空间 及 上 的 线性 算 子 . 若 T? = TT, 则 称 工 是 赛 等 
的 . 车 对 任意 zx,yE 互 , 成 立 (Tx,y) 二 (zx,Ty)， 则 称 工 是 自 伴 的 . 

定理 3.2.7 设 P 是 Hilbert 空 间 及 上 的 线性 算 子 . 则 P 了 是 投影 算 子 当 且 仅 当 P 
是 宕 等 的 和 自 伴 的 . 

证 明 ”必要 性 : 设 P 是 日 到 EE 的 投影 算 子 . 对 任意 xXE 昌 , 由 于 Px E 巨 ， 故 
Pz 一 P(Pzr) 二 Pr. 因此 P 是 短 等 的 . 对 任意 x,y EE 日 , 它们 可 以 分 解 为 
TX 三 TXTo 二 Xiy 二 十 yi1， 其 中 Xo» Yo EE, x1s Yl EE. 于 是 

(Pr,y) = (Toy tm) 一 (rzoyyo) = (Tot zy) = (rx, Py). 


因此 已 是 自 伴 的 . 
充分 性 : 对 任意 二 E 互 , 由 于 己 是 寡 等 的 和 自 伴 的 , 因此 
lIPzll? = (Prz,Pr) = (Px,x) = (Pz ,7x) < lIPzrllllzl. (3.2.3) 


故 Pzl| 志 lzll. 因此 PP 是 有 界 的 并 且 IPl| 志 1. 令 E= N(I 一 P), 其 中 I 是 HH 上 
的 恒 等 算 子 , 则 已 是 财 子 空间 . 对 任意 xE 日 , z 可 以 分 解 为 x 二 Pr 十 (z 一 Pr). 由 
于 . 
(一 P)Pr 一 Pr 一 Pr 一 Pr 一 Pr 一 0， 
故 PrEN(I 一 P) = 二 E. 由 于 PP 是 自 伴 的 , 容易 知道 1 一 P 也 是 自 伴 的 . 对 任意 y EE， 
由 于 (I 一 P)y = y 一 Py = 0, 我 们 有 
(xz— Pr,y) = ((I— P)z,y) = (x, (I— P)y) 一 0. 

由 于 yEE 是 任意 取 的 ,上 式 表 明 (x 一 Pr) | EE. 这 就 证 明了 Px 是 xz 在 EE 上 的 投影 . 
因此 P 是 投影 算 子 . 国 

在 给 出 下 面 的 定义 之 前 , 先 注意 一 个 事实 . 设 工 是 五 上 的 自 伴 算 子 , 则 对 任意 
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I 日 , (Tz ,x) 是 实数 . 这 由 下 面 的 等 式 知 道 ， 
(Tryz) 一 (zyTz) = (Tx ,7), 

设 A 和 B 是 玉 上 的 自 伴 算 子 . 若 对 任意 xzEH, 成 立 (Ar,z) 二 (Bz ,zx), 则 称 
A 小 于 或 等 于 B, 记 为 A 二 B.… 

定理 3.2.8 设 Pe 和 Pu 是 两 个 投影 算 子 . 则 以 下 几 项 是 等 价 的 ， 

(1) Ps < Pm. 

(2) llPezll < JPyzll(zrEH). 

(3) ECM. 

(4) PuwPr = Pes. 

(5) PePm = Ps. 

证 明 《〈1) 汪 (2). 若 P 是 一 投影 算 子 , 则 对 任意 xzEHH,， 有 

Pr = (Px, Pr) = (Pix,7x) = (Pr,7)(rEH). 
车 Pe 夸 Pm， 则 对 任意 zEH, 有 
liPe zl = (Pe x ,7x) < (Pu x ,x) = Pu zh. 
(2) 二 (3). 车 XEE, 则 Pe x 二 zx, 于 是 由 勾 股 公式 有 
llPu zl +lz— Pu zl = zl = Parl < IPu zz 由. 

故 z 一 Puwz 一 0, 从 而 Puwz 一 z. 因此 zEM. 这 表明 ECM. 

〈3) 全 (4). 设 ECM, 则 对 任意 ZzEH, PzEECM, 故 PuPezr 二 Pex. 因 
此 PvPs 一 Pse. 

(4) 过 (5). 设 PuPs = Pe. 则 对 任意 zx,yE 日 , 有 

(PePux,y) = (Puz,Pey) = (zx, PuPgy) = (x,Pgy) 一 (Peryy)， 

由 推论 3.1.6, 这 蕴含 PePw = Pz. 

(5) 过 (1). 设 PePx 一 Pr. 则 对 任意 zxE 互 ,有 

(PEzyz) = |Ps zl = IPsPu zl <lPu zl = (Pu z ,x). 

此 即 Pe 三 Px. 图 

设 Ps 和 Puw 是 两 个 投影 算 子 , 若 下 1 M, 则 称 Pe 与 Pw 正 交 , 记 为 Pe | Pw. 

定理 3.2.9 设 Ps 和 Pw 是 两 个 投影 算 子 . 则 以 下 几 项 是 等 价 的 ; 

(1)》 Ps | Pm. 

(2) PePu = 0. 

(3) Pz 十 Pu 是 投影 算 子 . 

证 有 明 (1) 沪 (2)., 设 Pe Pm. 对 任意 zxE 万 ,PuvzEM, 因此 Pu 上 E. 于 是 
PePuzx 一 Pre(CPuzr) 一 0,， 此 即 PePw = 0. 

反 过 来 , 设 PePw 二 0. 则 对 任意 zEM, Pex = Pr(Puwz) = 0. 这 表明 xz | 已 
因此 EM. 从 而 Pe | Pw. | 
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(2) 局 (3). 设 PePw = 0. 则 对 任意 rz,yE 甩 ,有 
(PuPex,y) 一 (PsezPuy) = (zx,PePuy)= 0. 
由 推论 3.1.6， 这 蕴含 PuwPs 二 0. 于 是 (Ps 十 Pw)? 二 Pe 十 Ph 二 Ps 十 Pv. 这 表明 
Ps 十 Pu 是 寡 等 的 . 显然 Ps 十 Pw 是 自 伴 的 , 因此 Ps 十 Pw 是 投影 算 子 . 
反 过 来 , 设 Ps 十 Pv 是 投影 算 子 , 则 Ps 十 Pm 是 和 等 的 , 故 
Pe Pm = (Pet Pm)’ = PE PePum + PuPs++ Ph 
= PE 十 PrPw 十 PuwPE 十 Puw 
于 是 
PePu + PuPe = 0. (3.2.4) 


上 式 左 乘 和 右 乘 Ps 得 到 
PePum+t+ PePuPe = 0,， PePuPse + PuPs = 0. 


这 说 明 PePm 二 PwPe. 再 由 式 (3.2.4) 即 得 PePwm = 0， 国 

定理 3.2.9 对 有 限 个 投影 算 子 也 是 成 立 的 . 即 有 限 个 两 两 正 交 的 投影 算 子 之 和 
是 投影 算 子 . 下 面 的 定理 表明 对 一 列 投影 算 子 的 情形 也 是 成 立 的 . 

定理 3.2.10 设 {P,)}) 是 Hilbert 空间 右上 的 一 列 两 两 正 交 的 投影 算 子 , 则 对 任 


意 zEH, 级 数 > Piz 收 化 ,并 且 Pz 二 Piz 是 投影 算 子 . 


证 明 记 Q, 二 Dp. 由 于 {P,} 两 两 正 交 , 根据 定理 3.2.9, 每 个 Q, 是 投影 算 
子 . 由 于 {P,} 的 正 交 性 , 对 任意 zEH, {Pz) 是 一 列 两 两 正 交 的 向 量 ， 由 勾 股 公式 
得 到 


DlPzlF =| DPz| = IQzr < < nD). (3.2.5) 
i=l ii 
令 n 一 0 得 到 》) Pizll 二 oo. 于 是 
im1 


IQ,zx 一 Qiz 下 = | p> Pr | = y 由 Piz 人 一 0Cny7na —> co). 
i=ntl i=ntl 


因此 {Q,z} 是 Cauchy 序列 . 由 于 日 是 完备 的 ,，{Q,zx}) 收敛 . 令 Pr = limQ,r (rE H). 
由 共鸣 定理 的 推论 知道 , P 是 有 界线 性 算 子 . 对 任意 x,yEH, 有 
(Pr,y) = lim(Q,z,y) = lim(z,Q,y) = (z,Py), 
故 己 是 自 伴 的 . 由 于 {Pi}) 是 两 两 正 交 的 , 当 m 宇 nn 时, Q,Q, 二 Q,， 于 是 
(Pix,y) = (Pz,Py) = lim (Q,z ,Qt) 
一 im (QQ 一 lim(Q,z ;7T) = (Px ,Yy), 
因此 P? = P. 这 就 证 明了 P 是 投影 算 子 . 加 
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3.3.1 ”规范 正 交 系 


设 互 是 n 维 内 积 空间 (例如 R" 或 C'"), we ,es，…,e, 是 里 中 的 一 组 两 两 正 交 的 单 
位 向 量 , 则 e ,es ，…,e, 是 线性 无 关 的 . 因此 对 任意 XEH, 工 可 以 唯一 地 表示 为 


I= Xe 十 :zez 十 … 十 -Toen。 


容易 算出 zx; = 二 (zx,ei), i 二 1,2,…,n， 因此 上 式 可 以 写成 
T= >) (zyei)ei、 (3.3.1) 


这 启发 我 们 思考 , 在 一 般 的 内 积 空间 是 否 有 类 似 的 结果 . 显然 ， 当 内 积 空间 是 无 限 
维 时 , 我 们 必须 用 一 列 两 两 正 交 的 单位 向 量 代替 上 述 的 el ,es，…,e，. 

以 下 车 无 特别 申明 , 均 设 及 为 内 积 空间 . 

定义 3.3.1 设 {e,} 是 日 中 的 有 限 集 或 可 列 集 . 着 当 i 关 ;7 时 , ei 与 6; 正 交 , 则 
称 {e, } 为 正 交 系 . 车 进一步 对 每 个 n, 都 有 le,ll = 1, 则 称 {e, } 为 规范 正 交 系 . 

由 于 以 下 我 们 主要 讨论 无 限 维 空间 的 情形 , 因此 以 下 若 无 特 别 申 明 ，{e } 均 表 
示 由 可 列 个 向 量 {e, :nEN) 构成 的 规范 正 交 系 . 

例 1 eye,…e 是 R" 中 的 一 个 规范 正 交 系 , 这 里 

el = (1,0,%,0), es = (0,1,0,. ,0) ,6, = (0,.* ,0,1). 
又 如 ，{e :n 之 1} 是 1 中 的 一 个 规范 正 交 系 . 这 里 
es = C040 01 ,0.0), n= 1,2,., 


例 2 考虑 实 空间 L*[0,2x]， 容易 验证 函数 系 
( 雇 - COSZ Sinz ,.., SOsnz | 
V2r Vr Vn VT VT 
是 [0,2xj] 中 的 规范 正 交 系 ， 
此 外 , 在 复 空 间 [750,27] 中 ， 函 数 系 


《3.3.2) 


1 imr i FE 
| 九 一 0, 土 1, 十 2， | 


设 {6,) 是 互 中 的 规范 正 交 系 , xE 甩 , 设 对 菜 个 标量 序列 {c,} 成 立 z 二 ce 记 


~ 
sw 一 > Citi» n= 1,2,... 
imwl 


则 > lims,. 注意 到 (e;,e;) 一 0 》 对 每 个 j ed 1,2,..， 由 内 积 的 连续 性 得 到 
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Cryej) = lim(s, yej) 一 lim( > cieiyej ) 一 lim Sy) cileise,) = ci CO:3.3) 
Noo mo jl ne el 
因此 我 们 给 出 如 下 定义 . 


定义 3.3.2 设 {e,}) 是 电 中 的 规范 正 交 系 , rzEH. 称 
(zye)》 (n 一 1 2)， 


为 工 关 于 {e, ) 的 Fourier 系数 . 称 级 数 >， (zyev)e, 为 X 关于 {e,}) 的 Fourier 级 数 . 
n=1 - 


下 面 我 们 要 讨论 , 在 什么 情况 下 ， 级 数 2 (zx,en)e 收敛 ? 当 级 数 收敛 时 , 是否 


收敛 到 z. 
定理 3.3.1 设 {e.} 是 互 中 的 规范 正 交 系 , 则 对 任意 zxE， 有: 


(1 ) Bessel 不 等 式 : DNCz,e))? 过 lz]; 


n= 


(2) lim(x,e,) = 0. 


证 明 《〈1) 对 任意 nn 宇 1, 令 s, 一 > 我 们 有 


(x—s,, 5,) 一 (> 一 > (zyei)er， > (zye)ei) 
i=1 j=1 


= >) (ze) (re) — D(x,ei) (rse) = 0. 
jl ii 一 1 
因此 (zz 一 ss 利用 勾 股 公式 得 到 
lz = zs, +ils, ll? = lz— sl + >) (Cz,edl’. (3.3.4) 
i=1 


因此 
2 | ze) = zl lz esl < Hr. 


j= 


令 n 一 oo 即 得 (1). 由 于 收敛 级 数 的 通 项 收敛 于 零 ， 由 (1) 即 知 (2) 成 立 ， 重 
若 (e,} 是 例 2 中 实 空间 [0,2"]j 的 规范 正 交 系 , 则 由 定理 3.3.1(2) 得 到 , 对 任 
意 fEL*[0,2x] 成 立 


2x zx 
lim | CCz)coszairzrdz = 0, lim | f(x)sinnrdz = 0, 


以 上 两 个 等 式 称 为 Riemann-Lebesgue 引 理 . 

在 后 面 我 们 将 得 到 Bessel 不 等 式 成 为 等 式 的 充 要 条 件 . 

根据 Bessel 不等式, 若 c, 二 (ze,)(z 人 三 1) 是 工 关 于 规范 正 交 系 {e, ) 的 Fourier 
系数 ， 则 


[4 


je = 


lz,e))’ Siz < ce. 


i 


I 
[和 


泛 函 分 析 


114 


反 过 来 ,下 面 的 定理 表明 ,车 刀 是 完备 的 ，{c, } 是 一 数列 ， 并 且 满 足 > cl* < co， 


则 {c,} 是 某 个 xEH 关 于 {e,} 的 Fourier 系数 ， 
定理 3.3.2 (Riesz-Fischer) 设 {e,) 是 Hilbert 空间 互 中 的 规范 正 交 系 . 若 


{c,}) 是 一 数列 并 且 满 足 
DS el os (3.3.5) 


则 级 数 > cwes 收敛 . 若 记 xz == >)ce， 则 c, = (zx,es) (nn 之 1). 
下 一 上 n=1 


证 明 ”对 任意 自然 数 n, 令 二 》 cej。 由 勾 股 公式 和 条 件 (3.3.5)， 对 任意 
1 
m 二 2， 我 们 有 


lls — ssll? = | py Ciei | 一 > Ic? —> 0 (Cm,n— 00). 
;一 pi i=ntl 


故 {s,) 是 日 中 的 Cauchy 序列 . 由 于 HH 是 完备 的 , 故 {s,) 收 化 . 这 表明 级 数 Yewe， 


收敛 . 设 zx 一 3 由 式 (3.3.3) 知道 c, 二 (xz,e,)(n 宇 1). 番 
推论 3.3.3 设 {e,} 是 Hilbert 空 间 右 中 的 规范 正 交 系 . 则 对 任意 zE 晶 , xz 关于 


{e,}) 的 Fourier 级 数 (zen)e, 收敛 . 

证 明 ”由 Bessel 不 等 式 ，3) |(z,e,)|* 之 zlP 二 oo. 再 根据 定理 3.3.2 即 知 级 
数 》 (zr,e,)e, 是 收敛 的 . 国 

由 推论 3.3.3 知道 , 若 昌 是 完备 的 , 则 对 任意 zE 及 ,级 数 31(z,e)e, 是 收 合 
的 . 但 是 DiCz,e,)e, 未 必 一 定 收敛 于 x. 为 保证 了 (zx,e,)e, 收 合 于 z，{e,) 必 须 清 
足 进一步 条 件 . 

3.3.2 ” 正 交 系 的 完全 性 


定义 3.3.3 设 {e,)} 是 互 中 的 规范 正 交 系 . 
(1) 车 对 任意 zx EH, 成 立 


mo 
工 一 Dr,en)e,. 
n==l 


则 称 {e, } 为 互 的 一 个 规范 正 交 基 . 
(2) 若 妃 中 不 存在 非 零 元 z 与 所 有 e, 都 正 交 ( 即 {e,}+ = {0}), 则 称 {6,} 是 完全 
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的 . 
下 面 的 定理 是 Hilbert 空间 理论 的 基本 定理 之 一 . 
定理 3.3.4 设 {e,) 是 Hilbert 空间 及 中 的 规范 正 交 系 . 则 以 下 几 项 是 等 价 的 : 
(1) {e, } 是 规范 正 交 基 ， 即 对 任意 zxE 互 ,成 立 


人 三 DPD) (x,e)e,. 
n=1] 
(2) 对 任意 XE 日 , 成 立 Parseval 等 式 
ll = YY lead 
n=1 


(3) spanfe,) = H. 
(4) {6} 是 完全 的 . 


证 明 (1)=>(2). 设 zEH, 对 每 个 正 整数 n, 令 5 一 > (z,e)e. 由 假设 条 件 ， 
成 立 z = lims,， 利 用 范 数 的 连续 性 和 勾 股 公式 得 到 


nn oo 
lz = limlls,ll? = lim 2) |(z,e)|? = > |Cr,e)|’, 
Ve mo =1 i=1 


(2) 全 (3)， 设 zxE 互 . 对 每 个 正 整 数 n, 令 5, 一 Dr,e)e,. 则 5s, Espan{e,}. 利 
用 式 (3.3.5) 和 假设 条 件 , 得 到 


lz~ sl = lz 一 >) [Czx,e)|? 一 0 《71 一 > co). 


这 表明 x Espan{e,)}. 因此 span{e,} = H. 
(3) 坟 (4). 设 IE 昌 并 且 (x,e,) = 0Cn 实 1). 由 假设 条 件 , 对 任意 6 二 0, 存在 
y= Dy cies Espan{e,)， 使 得 ||z 一 yl| 二 se. 显然 (zx,y) 二 0. 由 Schwarz 不 等 式 , 我 


们 有 
lz = (zz) 一 (zz 一 <lzllllz — yl < elel. 


由 e 放 0 的 任意 性 知道 zll = 0. 因此 xz = 0. 这 表明 {e,} 是 完全 的 . 
(4) 寺 (1). 设 zE 昌 ,由 推论 3.3.5， 级 数 3) (zse,)e, 是 收敛 的 . 记 y 一 St 
由 内 积 的 连续 性 ,对 每 个 j 二 1,2,…， 有 


(6) = lim( > (x,ei)ei,e) )= lim D) (x,ei) (ei,e,) 一 (zyei)， 
"oo j=l wi 


因此 (y 一 xz,ej) = 一 0G 一 1,2,…). 由 于 {e,} 是 完全 的 , 因此 = y. 国 

例 3 设 {e,) 是 例 2 中 的 实 空间 L[0,2x] 中 的 规范 正 交 系 . 现在 证 明 {e, } 是 完 
全 的 . 由 定理 3.3.4, 只 需 证 明 span{e,) 二 7*[0,27x], 即 [0,2x] 上 的 三 角 多 项 式 的 全 
体 在 天 [0,2r] 中 稠密 ,在 定理 1.4.10 中 我 们 已 经 证 明 , 多 项 式 函 数 在 L?[0,2x] 中 是 


UO 3 :下 。 
稠密 的 ,因此 对 任意 fE [0,2r] 和 e > 0, 存在 [0,2r] 上 的 多 项 式 函 数 p(x), 使 得 
1f 一 pl 到 亏 : 由 数学 分 析 知道 , 存在 三 角 多 项 式 p(x)，, 使得 lp 一 如 lh 一 己 . 于 是 


Hf—pole SHf—plls+lp— pl < e. 
这 说 明 三 角 多 项 式 的 全 体 在 L*[0,2xj 中 稠密 . 因而 {6,}) 是 完全 的 . 根据 定理 3.3.4， 
对 任意 /EL?[0,2wj，, 成 立 
Losnz sinnz 


19-( 声 ) 志 +2[( 人 只 ) 各 +(" 器) 过 ] 


n=l 


Ed 去 DR coOsnz )cosnz + (f, sinnz)sinnr] (3.3.6) 


= 2 十 DCm 十 ,sinnz). 


n=1 


其 中 
Qs 一 icy, cos nt) 一 去 | rmeos Przrdrzy n= 0,l1,, 
1 5 eg . 
b, = CO—=(f, sinnr) = | fr)sin nrdzr, n= 1,2,. 
开 To 
Parseval 等 式 变 为 
2 cosnz sinnz \| 2 
[opaz= 人 这] + 人 |( 呈 有 
-至 + 十 如). 


注意 式 (3.3.6) 中 的 级 数 是 按照 L2[0,2r] 上 的 范 数 收敛 的 . 这 就 是 说 , 车 将 式 (3.3.6) 
右 端 的 级 数 的 部 分 和 记 为 S, (xz), 则 式 (3.3.6) 表示 


lim 上 Cn) — 8. tod i 
这 与 数学 分 析 中 的 Fourier 级 数 的 逐 点 收敛 是 不 同 的 ， 
3.3.3 ”Gram-Schmidt 正 交 化 方法 


前 面 的 讨论 都 是 在 给 定 规范 正 交 系 的 前 提 下 讨论 的 . 下 面 我 们 考虑 规范 正 交 系 
的 存在 性 和 构造 方法 . 一 个 规范 正 交 系 必须 是 线性 无 关 的 , 但 是 一 列 线性 无 关 的 向 
量 未 必 是 规范 正 交 系 . 通过 下 面 介绍 的 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 , 可 以 从 一 列 线性 
无 关 的 向 量 构造 出 一 个 规范 正 交 系 . 

定理 3.3.5 《〈Gram-Schmidt) 设 {z,z2 1} 是 内 积 空间 瑟 中 的 一 列 线性 无 关 的 
向 量 . 则 存在 规范 正 交 系 {e,,n 三 1}, 使 得 


span{es 1 Sin}= span{zisl Sin};, n= 1,2, 
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span{e, sn = 1,2,°"} = span{z, sn = 1,2,°"}. 
证 明 ”我 们 用 归纳 的 方法 作出 {e,}. 由 于 {zx,} 线 性 无 关 , 故 Xx, 了 0(n 宇 1). 令 


Y= Ziyel 一 pT 则 span{e1) 二 span{xz1}. 假设 ej ,e;，,… ,ei 已 经 选 定 ， 使 得 
1 


el 9€2 .9° 9 En-l 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 并 且 


span{e BE2 9 srl } 一 span{xi $2 9 9 之 so 一 1 }, 


n—1 

令 y 二 zr 一 (Cre)ei， 则 yy 关 0 否则 zx € span{e1sez，…yen1)}， 从 而 
i=]】] 

XI, Espan{zi sxe yT 1}， 这 与 X11 ,Xs，"" ,XZ, 线性 无 关 巴 盾 . 当 1 达 7 过 nn 一 1 时 ， 


(ynyer) En (Zn se;) = > xsei) eise;) = (Znyei) ee 《zuyeij)》 一 0. 
1 1】 
令 en 一 es 则 | En i 一 工 ， 《evyei) 一 0(C1 且 jJ 委 ”一 1). 故 {e ye2 ye 是 规范 正 


lly,ll 
交 系 . 并 且 


spbanfei,1 委 1i 委 ?一 span{fzosei(1 委 1i 委 2 一 1)) = span{z,l <i<n). 


由 此 得 到 span{e;, i 宇 1) = span{zi, i 之 1}. 因此 {e,,n 之 1) 满足 定理 的 要 求 . 国 

推论 3.3.6 ”可 分 的 Hilbert 空间 必 存 在 完全 的 规范 正 交 系 . 

证 明 设 互 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 则 互 存在 一 个 可 列 的 稠密 子 集 {z, }. 设 
zw 是 {zx,} 中 的 第 一 个 非 零 向 量 . 设 zc。，z。，…zw 已 经 选 定 , 使 得 它们 线性 无 关 . 
设 zw , 是 {zsyz 之 ix) 中 的 第 一 个 与 zx ，zw ，…zw 线性 无 关 的 向 量 . 如 此 进行 , 得 
到 了 {z,} 的 一 个 线性 无 关 的 子 集 {zw }. 再 用 Gram-Schmidt 方法 经 过 正 交 化 , 得 到 
规范 正 交 系 {e,}. 由 定理 3.3.5 和 {z, } 的 稠密 性 ,我 们 有 

span{e,} 一 spanfzw) = span{z,} = H. 

根据 定理 3.3.4，{e, }) 是 完全 的 , 面 

定义 3.3.4 设 H 和; 是 两 个 内 积 空间 . 车 存在 一 一 对 应 的 映射 T: HH -> H;， 
使 得 全 是 线性 的 , 并且 

(Tz,Ty) = (zx,y) (zx,yE€EH), 

则 称 厂 , 与 互 : 是 同 构 的 . 

显然 两 个 内 积 空间 之 间 的 同 构 是 等 距 同 构 . 

定理 3.3.7 可 分 的 Hilbert 空间 必 与 K" 或 22: 同 构 . 

证 明 设 互 是 可 分 的 无 限 维 Hilbert 空 间 . 根据 推论 3.3.6, 在 五 中 存在 完全 的 
规范 正 交 系 {e,:n 二 1,2,…}. 根据 定理 3.3.4, 对 任意 xEHH, zx 可 以 表示 为 


X= Dr,e)e,. (3.3.7) 
天 一 


作 映 射 
T:H— 六 过 Fe((zyel)， (Zyez)，……). 
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显然 了 是 线性 的 . 对 任意 zx,yEH, 利用 式 (3.3.7)， 我 们 有 


(Tx,Ty) = DB) (ze) Cre) = lim > (ze) (yy) 
im Mo jm) 


一 lim( > (zye)e， D300) 

= ES Dy,0)0)= (XI,y). 
即 工 保 持 内 积 不 变 , 因而 也 保持 范 数 不 变 , 从 而 是 一 对 一 的 . 由 Riesz-Fischer 定理 
知道 工 是 映 上 的 , 因此 五 与 中 是 同 构 的 . 当 互 是 有 限 维 时 ，{e,} 是 有 限 集 . 此 时 只 


要 将 式 (3.3.7) 中 的 级 数 和 改 为 有 限 项 求 和 ， 即 可 证 明 五 与 K" 同 构 ， 国 


3.4 Riesz 表示 定理 ”伴随 算 子 


本 节 先 证 明 Hilbert 空间 中 的 一 个 基本 定理 Riesz 表示 定理 . 这 个 定理 给 出 
了 Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 . 然后 定义 伴随 算 子 并 且 讨 论 自 伴 算 子 . 


3.4.1 Riesz 表示 定理 


引 理 3.4.1 ” 设 互 为 内 积 空间 . 对 任意 yEH, 令 
f(x) 一 (zy) (TENH). (3.4.1) 
则 了 是 五 上 的 有 界线 性 泛 函 , 并 且 fl = |lyll. 
证 明 ”由 内 积 关 于 第 一 个 变 元 的 线性 性 知道 了 是 线性 的 . 由 于 
lfCz)|= [zw lzllyl (rEeH), 
因此 f 是 有 界 的 , 并 且 ||fl 志 lyl. 车 > 一 0, 则 了 =0. 此 时 | 败 =llyl =0. 若 y 尖 0， 
令 zw 二 eb 则 lzll = 1, 并 且 


es 一 


因此 1 由 伺 | 7Gzo 中 = 中 所 以 上 f= 小 要 

当 互 是 Hilbert 空间 时 , 引 理 3.4.1 的 逆 命题 也 是 成 立 的 . 即 瓦 上 的 有 界线 性 泛 
函 都 具有 式 (3.4.1) 的 形式 . 这 就 是 下 面 的 Riesz 表示 定理 . 

定理 3.4.2 〈(F. Riesz) 设 f 是 Hilbert 空 间 及 上 的 有 界线 性 泛 函 . 则 存在 唯一 的 
yE€ 日 使 得 

f(x)= (ry) (rEH). 

并 且 1LPll = jiyjl. 

证 明 若 了 一 0,， 只 需 取 y 一 0 即 可 . 设 f 关 0. 令 巨 =NCP). 则 巨 是 互 的 
闭 子 空间 . 由 正 交 分 解 定理 , 及 二 EErt. 由 于 f 关 0, 故 E 关 昌 , 从 而 Et 关 {0}. 
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于 是 存在 zEE1，, 使 得 z 关 0. 不 妨 设 | zl 二 1. 由 于 EN Et 二 {0), 故 z4 EE, 即 
f(z) 关 0. 令 y 二 Cz)z, 则 yEE1. 对 任意 zxEHH, 由 于 f(z— fz)=0, 因此 


= (z— fy)= 《zy3) 一 (#8 Flz)*) 


一 (zy,y) — fr)(z,2) = (zyy) — f(r). 
从 而 f(z) = (xz,y) (zxEH). 由 引 理 3.4.1 知道 fl| = 路 车 还 存在 y, EH 使 得 
f(rx)= (rz) (TEH), 
则 对 任意 zEH 有 (x;y) 二 (zx,y1), 即 (x,y 一 1) 一 0. 这 表明 y= 二 yy， 甩 
设 互 是 Hilbert 空间 , 互 " 是 五 的 共 斩 空 间 . 对 任意 yE 晶 , 令 
CCz) = (rx,y), xzEH. 
由 引 理 3.4.1, f,EH". 作 互 到 瓦 " 的 映射 二 :yr f,. 由 Riesz 表 示 定 理 , 工 是 映 上 
的 , 并 且 
IlTyl| = 1f,1 = llyll,，yE€EH. 
即 工 是 保持 范 数 不 变 的 ,因而 是 一 对 一 的 . 对 任意 yi ,ys E 互 和 ac ,BEK, 我 们 有 
festpys CT) = (zayi tpBys) = alryy) +P(r,y) 
=af, (z) 十 Bf (zx) = (af, +Bf,,)(z), rEH. 
因此 foyisp,, 二 af 十 Bf,. 此 即 
Tlayi 十 py) = aTy +BTy:. 
即 了 是 共 示 线 性 的 . 综 上 所 述 ,，T: 日 一 有 H' 是 一 对 一 映 上 的 , 共 思 线性 的 , 保持 范 
数 不 变 的 . 我 们 称 本 为 玉 到 有 ' 的 复 共 轿 等 距 同 构 算 子 . 
注意 , 当 太 是 复 Hilbert 空间 时 , 态 与 二 并 不 是 等 距 同 构 的 , 因为 上 述 映射 
是 共犯 线性 的 ， 而 不 是 线性 的 . 但 当 日 是 实 Hilbert 空间 时 ,， 互 与 五" 是 等 距 同 
构 的 . 


3.4.2 ”伴随 算 子 


在 $2.8 中 , 我们 对 赋 范 空间 上 的 有 界线 性 算 子 A, 定义 了 与 4 联系 的 一 个 算 
子 , 即 A 的 共 纯 算 子 . 对 于 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 A, 我 们 可 以 用 不 同 的 方 
式 定义 一 个 与 4 联系 的 算 子 A 的 伴随 算 子 ,为 定义 伴随 算 子 ， 先 作 一 些 准 
备 工作 . 

定义 3.4.1 设 互 是 内 积 空间 , pg:HX HH->K 是 定义 在 电 Xx 百 上 的 双 线性 泛 
函 . 若 存在 常数 c > 0 使 得 


|pCzyyi 委 clzllyi (Cr,yEH), 
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则 称 ”是 有 界 的 ， 当 9 有 界 时 , 称 上 gi 二 sup{jp(z,) :zi 三 1,yl 志 1) 为 8 的 范 
数 . 

容易 证 明 ， 双 线性 泛 耻 9 有 界 当 且 仅 当 9 关 于 两 个 变 元 是 连续 的 , 即 当 z, 一 工 ， 
yr > YN, pr),) > PTY). 

设 和 A 是 日 上 的 有 界线 性 算 子 , 容易 知道 9(x,y) = (Ar,y) 是 互 上 的 有 界 双 线 
性 泛 函 . 下 面 的 定理 3.4.3 表明 , 当 互 是 Hilbert 空间 时 , 态 上 的 有 界 双 线性 泛 函 都 
是 这 种 形式 . 

定理 3.4.3 设 互 是 Hilbert 空间 , 9 是 日 上 的 有 界 双 线 性 泛 函 , 则 存在 唯一 的 
AEB(H) 使 得 

p(rzyy) 一 (Ar,y) (zr,yEH), 

并 且 1Al = lpii. 

证 明 ”对 任意 xzEH, 令 fly) = p(xz,y)(yEH), 则 f 是 日 上 的 线性 泛 函 .由 
于 

fy)|= lp (zy lollizlily ll (CyEH), 
因此 f 是 有 界 的 并 且 fj 过 jipllizij， 由 Riesz 表示 定理 ,存在 唯一 的 z' EH 使 得 
f(y) 二 (y,x)(yEH), 并 且 上 zx 秆 = 上 fli. 定义 算 子 A:HH 一 HH, Ar = zx', 则 有 
9(zyy) = fy) 一 (zy) 一 (Ar,y) (x,yEH). (3.4.2) 


利用 式 (3.4.2) 容易 验证 A 是 线性 的 . 由 于 
lAzli = lz = fl < liellllzll (rEH), 


因此 A 是 有 界 的 并 且 A 三 jlpll. 另 一 方面 
lp lz, = Ar, ye lAzilyl < liAllllzllllyl (xz,yEH). 
因此 ligll 志 AI. 所 以 IAll= ligll. 存在 性 得 证 . 车 还 存在 A; EB(H)，, 使 得 对 任意 z， 
yE 晶 , 成 立 9(z,y) = 二 (Aiz,y),， 则 对 任意 zxX,yEH, 有 (Ax,y) = 二 (Alx,y)， 由 推 
论 3.1.6, 这 蕴含 A = A;. 唯一 性 得 证 硬 
推论 3.4.4 设 甩 是 Hilbert 空间. 则 对 每 个 AEB( 态 ), 存在 唯一 的 BEB(H)， 
使 得 
(Ar,y) = (x,By) (zx,yEH). 
证 有 明 令 g(y,z) = 二 (y,Az)(z,yE€E 日 ). 则 9 是 妃 上 的 有 界 双 线 性 泛 函 . 根据 
定理 3.4.3, 存在 唯一 的 BEB(H), 使 得 p(y,zx) = (By,z)(zyyE 瑟 )， 于 是 
(Azr,y) = Py;7) = (By,x) = (x,By)(z,y€EH). 图 
定义 3.4.2 设 万 是 Hilbert 空间 , AEB( 日 ). 根据 推论 3.4.4, 存在 唯一 的 有 界 
线性 算 子 , 将 其 记 为 A"， 使 得 
(Ar,y) = (xz,A’y) (xz,yEH). 


称 A" 为 A 的 伴随 算 子 . 
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注 1 设 昌 是 Hilbert 空间 , AEB(H). 在 $2.8 中 和 这 里 分 别 定义 了 A 的 共 
恩 算 子 和 A 的 伴随 算 子 . 虽然 它们 都 用 A' 表示, 但 它们 的 意义 是 不 同 的 . 下 面 分 析 
它们 之 间 的 关系 . 这 里 将 $ 2.8 中 定义 的 A 的 共 轿 算 子 暂 记 为 A'. 由 $ 2.8 中 共 示 算 
子 的 定义 , A' 是 瑟 " 上 的 有 界线 性 算 子 , 使 得 

f(Ar) = Af(zr) (rEH, fEH'). 
设 T 是 电 到 H" 的 复 共 绒 等 距 同 构 映 射 . 则 对 任意 xz,y E€ H, (Ty)(x) = 
(ZT) 二 (z，y). 因此 对 任意 xz,yE 蝇 , 有 
(TAy)(z) = (xz,A’y) = (Azr,y) = (Ty)(Ar) = (A’'Ty)(z). 
由 xzEH 的 任意 性 得 到 TA "y = A’Ty(yE 晶 ). 因此 
TA* =AT, 或 A" = TAT. 

上 式 可 以 用 如 图 3.4.1 的 交换 图 表示 . 


A 

7| | 

HA .h 
图 3.4.1 


若 五 是 实 Hilbert 空间 , 则 瓦 与 有 H* 等 距 同 构 . 此 时 车 将 再 与 及 * 不 加 区 别 , 则 也 
可 以 将 4 与 4 不 加 区 别 . 

今后 在 Hilbert 空间 中 , T* 总 是 表示 T 的 伴随 算 子 . 

例 1 设 e,es,…,e, 是 K" 的 标准 基 . A :K" -> K" 是 由 矩阵 (ov ),ws 确定 的 线性 


算 子 . 设 4A "相应 的 矩阵 为 (2 ),x,. 由 于 Ae; bo Sy = 1,2,.",n), 因此 


(Aejyei) = Day es ei) = a li,f = 1,2,.,n). 
Kom1 


类 似 地 ， (A'ej ,ei) = bs (i,j = 1,2,…,n), 于 是 对 zi 一 1,2,… 7 有 

by; = (A'ej ,ei) 一 (ej;sAe;) = (Ae;;,e;) = Ciy 
这 表明 A"* 是 由 矩阵 (as ) 的 共 轿 转 置 矩阵 确定 的 算 子 . 这 与 8 2.8 中 例 1 的 结果 是 不 
同 的 . 在 那里 A* 是 由 矩阵 (av ) 的 转 置 矩阵 确定 的 算 子 . 


例 2 设 K(s,t) 是 矩形 [a,6j]X[a,5] 上 的 平方 可 积 函数 . 在 L*[a,5] 上 定义 算 
子 如 下 


| 5 
CAxIsY = | Ksiz(t)dt, zeL:[a,b]. 


则 A 是 L*[La,5] 上 的 有 界线 性 算 子 . 现在 求 A 的 表达 式 . 令 (A*y)(s) = z(s). 利用 
Fubini 定理 ， 对 任意 zxEL’[a ,6]， 我 们 有 
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| ze Ed (Coe Ay CA 
也 ER 
= (kgGpzpdtjzcsrd = | (| Ks rd) ytds)d 
vb RISE -rb | 
= | | KO ys) dsdt = | xz | Ks y(t) dtds. 
因此 z(s) 一 | KE5)y(t)dt， 所 以 


CA'y)(s) = | KU ydt, yeL’[a,b]. 


读者 可 以 将 这 里 的 结果 与 $ 2.8 中 例 3 的 结果 进行 比较 . 

定理 3.4.5 设 电 是 Hilbert 空间 , a,65EB( 晶 ). 则 : 

(1) (A+B)’*= A’*+B’, (aA)’ =aA’ (a€ERK). 

(2) A*=A 

(3) (AB)’'= B' A'. 

C4) 4A= MAN = 1A'ABE. 

证 明 1) 对 任意 zx,yE 互 ,有 

(4 十 B)zyy) 一 (4Az,y) 十 (Brz,y) = (rx,A'y) + (rz,B'y) 
一 (Zz，(4" + B’ )y)， 
(a4zyy) =a(r,A'y) = (zx, aA 'y), 

因此 (A 十 B)*= A’* 十 B*, (aA)" ==ah 

(2)，(3) 对 任意 z,yE 互 ,有 

(A’z,y) 一 (4Az) 一 (ay,z) = (zx,Ay), 
(4ABzr,y) 一 (Br,A"y) 一 (zz BA y). 

因此 A*= A, (AB)" = BA'. 

(4) 对 任意 xzEHH， 有 
. lAzl = (Ar,Azr) = (zx,A* Ar) < lzll lA “liAzll, 
因此 4zl1 科 1 zjl, 从 而 Al 过 44"l| 由 此 又 得 到 IiA 趾 过 14"*== 呈 Al. 故 
A 十 Al 由 于 

Az = (Az,Azr) = (zx,A’Az) <lA'Alllzl, 

因此 iAP 二 4" All. 另 一 方面 , A" A 志 A* 川 人 i== 4 上 .因此 lI4 外 一 lA Al. 
加 

注意 , 车 A 表示 A 的 伴随 算 子 , 则 (aA)" 一 aA* (a EK). 这 与 $ 2.8 中 共 斩 
算 子 的 性 质 (aA)' 二 aA* (a EK) 是 不 同 的 . 

定理 3.4.6 设 AEB(H). 则 

N(A) = R(A’)+, R(A) = N(A')+. 
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证 明 ” 设 xEH. 由 于 对 任意 yEH, (Azr,y) 二 (x,A'y), 因此 
rEN(A) SYyEH, (Ar,y)=0 
SVyEH, (rz,A’y) 一 0 
OXER(A' )+. 
因此 N(A) = R(A' )+. 利用 第 一 式 和 定理 3.2.5 得 到 
N(A)+:= R(A*)!!= ROA ). (3.4.3) 


由 于 A*= A, 将 式 (3.4.3) 中 的 A 换 为 A" ,得 到 NA )L=R4A”) 一 人 (4)， 国 


3.4.3 ” 自 伴 算 子 
定义 3.4.3 设 A 是 Hilbert 空间 互 上 的 有 界线 性 算 子 . 车 A" = A, 则 称 和 A 是 
自 伴 的 . 


根据 定义 , A 是 自 伴 的 当 且 仅 当 
(Azr,y) = (xr,Ay) (rt,y€EH). 


这 与 8 3.2 中 自 伴 算 子 的 定义 是 一 致 的 . 

例 3 由 例 1 知 道 , 若 A:K' 一 区 是 由 矩阵 (ay ),x, 确定 的 线性 算 子 , 则 A* 是 由 
矩阵 (a&i )wo 确定 的 线性 算 子 . 因此 A 是 自 伴 的 当 且 仅 当 a; = Gi, j= 二 1,2,…,n), 即 
和 矩阵 (a; )wx， 是 厄 米 特 (Hermite) 和 矩阵， 又 如 , 例 2 中 的 算 子 A 是 自 伴 的 当 且 仅 当 

K(t,s) = Ks,t), (s,t ELa,b)). 

定理 3.4.7 设 和 A 是 复 Hilbert 空 间 瓦 上 的 有 界线 性 算 子 . 则 和 AA 是 自 伴 的 当 和 且 仅 
当 对 任意 XEH,(Az ,zx) 是 实数 . 

证 明 车 A 是 自 伴 的 , 则 对 任意 zEH, 有 (Ax,x) = (x,Azr) = 二 (Ar,z). 因 
此 (Az ,z) 是 实数 ， 

反 过 来 , 设 对 任意 zE 日 ,，(Ax ,x) 是 实数 . 根据 推论 3.1.5， 有 极 化 恒等式 


(Az,y) 一 天 [CACz 十 y)，z 十 妨 一 (ACz 一 ,xz 一 妨 十 
iCACz+iy), z+iy) —iCACz— iy), zi)]. 

在 上 式 中 交换 zx 与 y 的 位 置 得 到 
(hy 站 = 4[CACGy + y+r) — (ACy— x), y—z)+ 
iCACGy+iz), y+iz) —icACy—iz), y—iz) 


由 于 对 任意 zx€E 日 ,，(Azr ,x) 是 实数 ， 因 此 以 上 两 式 右 边 的 内 积 都 是 实数 .从 而 
Re(4Az ,y) 二 Re(Ay ,x). 同时 


(4A(z 十 iy)，Zz 十 iy) = CAC(y—iz), i(y—iz)) = (A(y— ix), (y— izx)), 
(A(zr—iy), zt—iy) = (~—iA(y+iz), ~i(y+iz)) = (A(y+ iz), (y+ iz)). 
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以 上 两 式 表 明 Im(Ax,y) = 一 Im(Ay ,zx). 因此 
(Ar,y) = (Ay,7x) = (xz,Ay) (zr,yEH). 
因此 A 是 自 伴 的 . 量 
定理 3.4.8 设 日 是 复 Hilbert 空间 , PEB(H). 则 叫 是 投影 算 子 当 且 仅 当 
llPzxll: = (Pr,z) (rEH). 
证 明 车 P 是 投影 算 子 , 根据 定理 3.2.7, P 是 窜 等 的 和 自 伴 的 , 因此 对 任 
意 xEH， ly 
exll = Pr ,Pry = (Pri2) = (Pe V2): 
反 过 来 , 车 对 任意 zEH 成 立 上 Pzll = (Pz,x), 则 (Pz ,zx) 是 实数 . 由 定理 3.4.7 知 
道 已 是 自 伴 的 . 令 A = P? 一 PP, 则 A 是 线性 算 子 , 并且 对 任意 zE 互 成 立 
(4zrz) 一 (Przz) 一 (Pr,zr) = (Pr,Pr)—l Pzrl: = 0. 
由 极 化 恒等式 得 到 (Ar ,y) = 0(x,y EH). 因此 A = 0. 于 是 P2z = P. 因此 己 是 圭 
等 的 和 自 伴 的 ,从 而 P 是 投影 算 子 . 地 
定理 3.4.9 设 互 是 复 Hilbert 空间 , AEB(H) 是 自 伴 算 子 , 则 


l4Al = sup |(Axz,z)| = sup |(Az ,z)|. (3.4.4) 
lzlls1 laf=1 


证 明 记 r = sup (hx,z). 对 任意 xzEH， 当 lz 二 1 时 , 由 Schwarz 不 等 式 
去 1 


得 到 
[CAz ,zl 委 14Azlilzl 和 laAllz 蜂 委 四 AI 
并 


因此 > 扫 外 A 儿 反 过 来 , 对 任意 <E 万 , 当头 0 时 ， (4 商 , 商 <> 即 


(CAzr,z)|< rlizl. (3.4.5) 
由 于 和 是 自 伴 的 , 对 任意 z,y€E 日 有 
(A(z+y), I y)— Al(r my), rt— y) 
= 2[(Az,y) + (Ay,z)] 
= 2[(Azr,y)+(y,Az)] (3.4.6) 
= 4Re(Ax ,y). 


对 任意 z,yE 互 , 利用 式 (3.4.5) 和 (3.4.6) 得 到 


lIReCAz ,WEF dMz+t yl trey) + lly). 


当 ||zl 过 1, Az 关 0 时 , 令 y 二 了 则 llyll = 1. 代入 上 式 得 到 


lAzl| = (4Az,y) = Re(Ar,y) 去 5 Cz + lly) 
因此 A 入 7r, 从 而 TH 二 -> 即 式 (3.4.4) 的 第 一 个 等 式 成 立 ， 由 于 
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sup|(Azr,z)| 志 sup LAz,z)) < sup |(Axz,z)| < sup |(Az ,z)| . 
ll z¥0,ls 1 lzll llzl=1 jls1 


因此 式 (3.4.4) 的 第 二 个 等 式 成 立国 
定义 3.4.4 设 电 是 Hilbert 空间 , AEB(H), 
(1) 车 A'A = AA"，, 则 称 A 是 正规 算 子 . 
(2) 车 A*A = AA” = 了 则 称 A 是 西 算 子 . 其 中 了 是 单位 算 子 . 
显然 , 投影 算 子 ， 自 伴 算 子 和 西 算 子 都 是 正规 算 子 . 
例如 , 设 A 是 上 述 例 1 中 由 和 矩阵 (az )w。 确定 的 线性 算 子 . 则 A 是 正规 算 子 , 酉 
算 子 分 别 相当 于 矩阵 (as )wn 是 正规 矩阵 和 西 矩阵 . 
定理 3.4.10 设 五 是 复 Hilbert 空间 , AEB(H). 则 : 
(1) A 是 正规 算 子 当 且 仅 当 IIAzl = 14A"* zll(x€H). 
(2) A 是 西 算 子 当 且 仅 当 A 是 等 距 同 构 算 子 . 
证 明 (1) 利用 推论 3.1.6 知道 
A*:A=AA 司 YrEH, (A’Ar,z) = (AA'z,z) 
SYrEH, (Ar,Ar) = (Ar,A'z) 
SYrEH, 14Azl = |A*zl. 
因此 A 是 正规 算 子 当 且 仅 当 对 任意 x EH, lAzll = 1A* zl 
(2) 车 A 是 西 算 子 , 则 对 任意 xEH, A(4A'z) = Iz == x. 这 表明 A 是 映 上 的 . 
并 且 对 任意 xzEH 有 
lAzll = (Azr,Azr) = (A’Azr,z) = (I1z ,zx) = ||zll. 
因此 A 是 等 距 同 构 算 子 . 反 过 来 , 设 A 是 等 距 同 构 算 子 . 则 对 任意 xzEH, 有 
(A"Azr,z) = (Azr,Azx) = lAzll = llzll = (1z ,2z). 
利用 推论 3.1.6 得 到 A A = 二 I 由 于 A 是 映 上 的 , 对 任意 yE 互 , 存在 XEH, 使 得 
y = 二 Ar. 于 是 
AAy= AA“*(Ar) = A(AA)r = Ar = y. 
因此 AA “= I. 这 就 证 明了 A 是 西 算 子 . 国 
例 4 设 9E[a,5b]. 在 L[a,b] 上 定义 算 子 Axr = ez. 则 :A 是 西 算 子 . 事实 上 ， 
A 是 一 对 一 上 映 上 的 , 并 且 对 任意 xzEL?[a,65],， 有 


bo b 
Az = lerzclrd = | lelrds = lz. 


因此 A 是 等 距 同 构 算 子 . 根据 定理 3.4.10, A 是 酉 算 子 . 
也 可 以 直接 证 明 A 是 西 算 子 . 事实 上 , 容易 算出 Ax 一 er. 因此 A*A = AA* =， 
故 A 是 西 算 子 . 
习 题 3 


1. 证 明 当 p 关 2 时 , L? 和 上 L*[0,1] 上 的 范 数 不 能 由 内 积 导出 . 
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2. 设 丽 ,(n 二 1,2,…) 是 一 列 内 积 空间 . 令 


H= {z= (2) :zx€EH(i = 1,2,%. )， 3 zi < 0}. 
在 已 上 按 坐 标定 义 加 法 和 数 乘 使 之 成 为 线性 空间 , 并且 定 义 


(C(x), (7))= > (zi yi). 


证 明 (.，…) 是 吾 上 的 内 积 . 当 每 个 日, 是 Wilbert 空间 时 , 互 是 Hilbert 空间 . 
3. 称 Banach 空间 X 是 一 致 出 的 , 若 对 任意 0 一 es 近 2, 存在 6= 9) >0, 使 


得 当 |zl 一 1 一 1, Hz 一 训 之 se 时 , 必 有 | 志 | 过 1 一 5. 证 明 Hilbert 空间 是 


一 致 凸 的 . 

4. 设 日 是 实 内 积 空间 , xz,yEHH. 证 明 若 jz 十 ? 星 王 lz 显 十 ly 天 则 z 上 上 >. 举 
例 说 明 当 日 是 复 内 积 空间 时 , 这 个 结论 不 成 立 . 

5. 设 及 是 内 积 空间 , x,yEHH. 证 明 : x | y 当 且 仅 当 对 任意 X%+EK 成 立 

1z 十 My1 一人 zx 一 > 

6. 设 PCz,y) 是 内 积 空间 电 上 的 双 线 性 泛 函 , 并 且 |p(z,zl 委 cjiz 虹 (zeE 互 )， 
证 明 对 任意 zx,yEH, 有 |9Cz,y)| 2cllz llllyll. 

提示 ;利用 极 化 恒等式 和 平行 四 边 形 公式 . 

7. 设 互 是 Hilbert 空间 , Ei,E, 是 互 的 闭 子 空间 , 并 且 五 」E. 证 明 EE 十 EE 
是 瓦 的 团子 空间 . 

8. 设 瑟 为 Hilbert 空间 , TT 是 及 上 的 线性 算 子 . 证 明 若 对 任意 <,yE 互 成 立 
(Try) = 二 (zyTy)， 则 工 有 界 . 

提示 : 利用 闭 图 像 定 理 . 

9. 设 M 是 内 积 空间 互 的 非 空 子 集 . 证 明 : 

(1) Mt 是 五 的 闭 线性 子 空间 . 

(2) M+ = (M) t= span( M+. 

(3) 车 理 是 Hilbert 空间 , 则 Mt! = span(MD. 

10. 设 电 是 Hilbert 空间, EE 是 HH 的 线性 子 空间 . 证 明 车 电 ==EEE+, 则 EE 是 
闭 子 空间 . 

11. 设 玉 是 Hilbert 空间 互 的 闭 子 空间 ,xEHH. 证 明 

d(z,E) = sup{|(z,y)|:yEE+, llyll = 1}. 
提示 : 存在 Xo EE, 使 得 | 立 一 0 外 一 d(z,E). 
12. 在 人 中 求 M1+ ,并且 求 Puz 的 表达 式 . 其 中 
M= (zx:x= (T1729 Ta 0 )). 


13. 设 M= {fEL?[ 一 1,1] :是 偶 函 数 }. 试 求 MH. 
14. 设 瑟 一 (fer[L0,1] :在 [0， 3| f=0a.e } 证 明 : 
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(1) 巨 是 志 [0,1] 的 闭 子 空间 . 

(2) (Psf)(1) = FODXE3,11 (FEL:[0,1]). 

15. 设 互 为 Hilbert 空间, 已 是 所 的 闲 线性 子 空间 , P 是 日 到 EE 的 投影 算 子 ,了 I 
是 五 上 的 恒 等 算 子 . 证 明 

R(P) = N(I— P), N(P) = R(I— P). 

16. 设 P! 和 Ps 是 投影 算 子 , 证 明 Pi P: 是 投影 算 子 当 且 仅 当 PP: = PsP. 

17. 设 {P,} 是 Hilbert 空间 互 上 的 一 列 投影 算 子 ,并且 P, 过 Pa (n= 1,2,*…). 
证 明 对 任意 xEH, 极限 limP。z 存在 , 并 且 Pz 一 limP,x 是 投影 算 子 . 


vb ”确定 的 到 


18. 设 4, 是 实数 , 满足 Y= 二 a(1 一 a), 尸 是 由 矩阵 A = ( 


上 的 算 子 . 证 明 PP 是 投影 算 子 , 并 且 求 的 投影 子 空间 . 

19. 设 巨 是 内 积 空 间 有 H 中 的 规范 正 交集 . 证 明 对 任意 x EE 日 ， 数 集 
{(zye) :eEE} 中 至 多 只 有 可 列 个 不 为 零 . 

20. 证 明 可 分 的 内 积 空间 中 的 规范 正 交集 至 多 是 可 列 的 . 

21. 设 {e,} 是 内 积 空 间 互 中 的 规范 正 交 系 . 证 明 : 


(GD 对 任意 z,yEH,， 有 [Crse) Gel<tzllel 
(2) 车 {e,} 是 日 的 规范 正 交 基 , 则 对 任意 z,yE 日 , 有 
(zy) = Dre) roy. 
22. 在 上 中 指出 一 个 由 可 列 个 元 构成 的 不 完全 的 规范 正 交 系 . 
23. 证 明 Legendre 多 项 式 L,(z) 一 Bs Ee ! A (xz? 一 1)"(n 二 1,2,…) 是 
[一 1,1] 中 的 规范 正 交 系 . 


以 下 设 五 是 Hilbert 空间 . 
24. 设 {e.} 是 瓦 中 的 规范 正 交 系 , 已 = span{e,}. 证 明 对 任意 xzEH， 


Prz = Pree 
25. 证 明 (sinnz，n 一 1,2,…) 是 L:[0,"] 中 的 完全 的 正 交 系 . 
提示 : 设 | f(z)sinnzdz = 0(n = 1,2,…), 将 f(zx) 延 拓 为 [一 r, mi] 上 的 奇 函 
数 , 证 明 f = 0 a.e. 
26. 设 {6} 和 {6} 都 是 规范 正 交 系 , 并 且 Y || ec, 一 es 二 1. 证 明 车 {6,} 是 完全 
的 ， 则 {e } 也 是 完全 的 . 
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27. 设 {e,} 是 日 的 规范 正 交 基 , TEBCH), 并 且 >) 2》) |(Tei'e)|* < co, 证 明 
i=】 j=] 


T 是 紧 算 子 . 
28. 设 zx,,xXEHRH. 证 明 : zx, 一 工 当 且 仅 当 z, >x 并 且 zx,|| 一 zll. 


29. 设 {(y} 是 互 中 的 正 交 系 . 对 任意 xEH， 级 数 >) (zy) 都 收敛 , 证 明 
二) yi oo., 


提示 : 对 每 个 n, 令 5s, 一 Se f(z) = (x, 5s,)(TEH). 则 f,EH"*. 利用 共 
并 


鸣 定 理 . 

30. 设 {z,} CH, 对 任意 yE 昌 , lim(y,z,) 存在 . 证 明 存在 唯一 的 EH, 使 得 
对 任意 yEH， 有 lim(y,z,) = (y,X). 

31. 设 (1,} 是 有 界 数列 ,T:2 一 有 下，TCryza，…) 一 (Aiz，Aazz，…). 

(1) 求 工 "的 表达 式 ， 

(2) 证 明 工 是 自 伴 的 当 且 仅 当 {A,} 是 实数 列 . 

32. 设 T: [a,b] 一 LL[a,5j,， (Tx)(z) == tz(t). 证 明 工 是 自 伴 的 . 

33. 设 A:Li( 一 00, co) 一 工 :( 一 co, co)，(4z)( 二 z(t 十 h), 其 中 是 常数 . 
求 A* 的 表达 式 . 

34. 设 {e,} 是 互 的 规范 正 交 系 ，{A,} 是 有 界 数列 . 在 态 上 定义 算 子 


Tz = D1,(z,en)e,. TEH. 
n=1 


证 明 : (1) 工 是 有 界线 性 算 子 . (2) 是 自 伴 算 子 当 且 仅 当 (4, ) 是 实数 列 . 
35. 设 互 是 复 Hilbert 空间 , AEB(H). 证 明 A 十 A* 二 0 当 且 仅 当 
Re(Azr ,z) =0 (x€EH). 


36. 设 TEB(H). 车 存在 c 守 0 使 得 |(Tz,z)| 宇 cllz 上 (zxEH), 则 称 是 正定 
的 . 证 明正 定 的 算 子 存在 有 界 逆 算 子 . 

提示 : 由 所 给 条 件 可 以 得 到 1Tzll 三 cllzllKze 互 ). 利用 逆 算 子 定理 . 

37. 设 AEBCH), 上 Al 则 (zshr 一 zz 一 (ziA 一 工 ). 

38. 设 互 是 复 Hilbert 空间 . 证 明 对 任意 AEB(H), A 可 以 唯一 地 分 解 为 
A = 二 Al 十 iA;, 其 中 4A,，4: 都 是 自 伴 算 子 . 

39. 设 J 是 互 上 的 自 伴 算 子 , 并 且 存 在 c 汪 0, 使 得 (Jz,z) 三 cCzyz)(zE 五 ). 
令 

(zy) = (Jr1y) (zr,yEH). 

证 明 :(1)〈……) 是 互 上 的 内 积 , 日 按照 新 内 积 成 为 Hilbert 空间 . 

(2) (万 ,《*,-)) 上 的 有 界线 性 算 子 A 是 自 伴 的 当 且 仅 当 JJ4 = A*J ,其 中 A 是 
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和 A 在 ( 态 ,(:,*)) 上 的 伴随 算 子 . 

40. 设 {e,} 是 互 的 规范 正 交 基 , TEB(H). 证 明 :T 是 自 伴 算 子 当 且 仅 当 对 任意 
mn， 成 立 (Te, ,en,) = (e,, Te,). 

41. 设 TEB(H), a,BEK, la| = |B8| = 1. 证 明 aT 十 8T' 是 正规 算 子 . 

42. 设 工 是 正规 算 子 . 证 明 对 任意 正 整 数 n, 有 1 太 | = ‖ 开 下 

提示 : 利用 等 式 TP 一 IT"* TI, 先 证 明 对 任意 正 整数 &,， 有 IT2 1 = | . 
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第 4 章 有 界线 性 算 于 的 谱 


在 线性 代数 课程 中 , 我 们 已 经 熟知 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 或 矩阵 的 特征 值 理 
论 . 本 章 讨论 的 有 界线 性 算 子 的 谱 理 论 , 是 有 限 维 空间 上 线性 算 子 特征 值 理论 在 无 
穷 维 空间 上 的 推广 和 深化 . 线性 算 子 的 谱 理 论 是 算 子 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 ,该 
理论 在 微分 方程 和 积分 方程 理论 中 有 广泛 的 应 用 . 本 章 介绍 线性 算 子 的 谱 理论 的 基 
础 知识 . 


3 4.1 有 界线 性 算 子 的 正则 集 与 谱 


4.1.1 可逆 算 子 


设 X 是 一 个 赋 范 空间 . 用 BCX) 表示 X 上 的 有 界线 性 算 子 的 全 体 . B(X) 按 算 
子 范 数 成 为 一 赋 范 空间 . 对 任意 A,BE BC(X), 定义 A 和 8B 的 乘积 算 子 如 下 : 
(AB)x = A(Bzr) (x€ X). 


则 ABEBC(X), 并 有 ABI| 志 上 ANNNIB1. 

注意 , 对 于 A,BE B(X), 一 般 不 成 立 AB = BA , 即 算 子 的 乘法 不 满足 交换 律 . 
车 4AB = BA, 则 称 A 与 B 可 交换 . 

定义 4.1.1 设 X 是 一 个 赋 范 空间 , AEB(X). 车 A 是 一 对 一 的 , 映 上 的 , 并 且 
A” 有 界 , 则 称 A 是 可 逆 的 . 

根据 逆 算 子 定 理 , 车 六 是 Banach 空间 , AEBC(X). 则 A 可 逆 的 充 要 条 件 是 A 是 
一 对 一 上 映 上 的 . 

定理 4.1.1 设 X 是 赋 范 空间 , AEB(X). 则 A 可 首 当 且 仅 当 存在 BEBCX)， 
使 得 AB = BA = I, 这 里 工 表示 X 上 的 单位 算 子 . 

证 明 设 A 是 可 逆 的 . 令 B= A-1, 则 BEB(X), 并 且 AB = BA = 工 

反 过 来 , 设 存 在 BE B(X), 使 得 AB = BA = 了 苦 zmyzEX, Azri = 二 Azz, 则 
Zi = BAzi = BAzx, = Xz, 因此 A 是 一 对 一 的 . 对 任意 yEX， 令 r= By， 则 Az 一 
ABy = Iy = 》 这 表明 A 是 映 上 的 . 因此 4A- 存在 . 对 任意 zxEX， 

A'zr= A™'(AB)z = (A-'A)Bxr = Br， 


因此 A- = 二 B. 这 表明 A- 是 有 界 的 , 从 而 A 是 可 逆 的 . 国 
推论 4.1.2 设 XX 是 赋 范 空间 , A,BE B(X). 
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(1) 若 A 是 可 逆 的 , 则 A- 是 可 逆 的 , 并 且 (A ')™' = A. 
(2) 车 A,B 是 可 逆 的 , 则 AB 是 可 北 的 , 并 且 (AB) 一 = BA-， 
(3) 车 A 是 可 道 的 , 则 4 的 共 固 算 子 A' 是 可 逆 的 , 并 且 (A") 二 (A)". 
证 明 (1) 显然 . 
(2) 设 A,B 可 逆 , 则 A-!, B-!E€ BC(X). 于 是 BA GEBCX)， 并 且 
'(B-1AT')(AB) = BT"(AA)B= BB=1, 
(4B)(B-1A-:) = A7(B-1B)A=A'A=I. 
根据 定理 4.1.1，AB 是 可 逆 的 ,并 且 (AB) 一 = BA-. 
(3) 设 A 可 道 . 则 A"1EB(X). 在 等 式 AA- = A-!1A 二 了 中 两 边 取 共 固 , 得 到 
(CA) A = A (A = (1x)" = 1y:. 
根据 定理 4.1.1, 这 表明 A* 可逆, 并 日 (4')- 二 (A471)*. 者 
注 1 推论 4.1.2 的 结论 (3) 对 于 Hilbert 空间 上 的 伴随 算 子 也 是 成 立 的 . 即 若 A 
是 可 逆 的 , 则 A 的 伴随 算 子 4A "是 可 逆 的 , 并 且 (4A") = (A711)*. 这 是 因为 对 于 伴 
随 算 子 仍然 成 立 (AB) 一 下 "4 7. 


4.1.2 ”正则 集 与 谱 


在 线性 代数 中 , 我 们 已 经 熟悉 了 有 限 维 空间 上 线性 变换 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
在 无 穷 维 空间 上 一 样 可 以 定义 线性 算 子 的 特征 值 和 特征 向 量 . 

定义 4.1.2 ” 设 久 为 定义 在 标量 域 K 上 的 线性 空间 , A: X 一 六 是 线性 算 子 , 4EK. 
若 存 在 X 中 的 非 零 向 量 z, 使 得 Az = Xx, 则 称 ) 为 工 的 特征 值 , 称 z 为 A 的 (相应 
于 4 的 ) 特征 向 量 . 

例 1 设 1 志 Pp 过 2, 4A(Czz，…) 一 (zz) 是 如 上 的 左 移 算 子 . 对 任意 
EC, 若 4Az = 人 rzr， 即 

(zzyza ee) = (Ari ,Ars,'*'), (4.1.1) 


则 必须 立 2 一 Ar rT 一 Xz 9 ”9 一 hr Li ct 因此 方程 (4.1.1) 的 解 必 须 是 形 如 
并 一 (ccc )(Cc 是 常数 ) 的 向 量 . 当 |4| 宇 1 时 , 车 c 关 0, 则 工 一 (chcy ce) 人 1 
此 时 方程 (4. 1.1) 只 有 等 解 工 = 0， 当 |4| 二 1 时 , 方程 (4.1.1) 有 非 零 解 zx = 
(1,4,,…). 因此 当 |2| 二 1 时 , 4 是 了 的 特征 值 , z= (1, ,2 ,…) 是 A 的 相应 于 
4 的 特征 向 量 . 

定义 4.1.3 设 X 是 复 赋 范 空间 ，AE B(X), 4 是 一 复数 , 

(1) 若 和 一 A 是 可 逆 的 , 则 称 人 是 A 的 正则 点 . A 的 正则 点 的 全 体 称 为 A 的 正 
则 集 ， 记 为 o(4). 称 RiCA) = (41 一 4) 王 为 4 的 耶 解 式 . 


由 定义 知道 CA)mc(4) = 如, p(A)UolA) = C( 复 数 域 ). 
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设 4 是 A 的 谱 点 , 则 条 一 A 不 是 可 逆 的 , 此 时 可 能 出 现 以 下 三 种 情况 : 

(1) 41 一 A 不 是 一 对 一 的 . 此 时 存在 TEX, zx 关 0, 使 得 (MI 一 A) 工 一 0,， 即 Ar 
二 Ar. 此 时 4 为 A 的 特征 值 . A 的 特征 值 的 全 体 称 为 A 的 点 谱 ， 记 为 0,(A). 

(2) A1 一 A 是 一 对 一 的 , 但 不 是 映 上 的 . 

(3) 41 一 A 是 一 对 一 的 , 映 上 的 , 但 4- 不 是 有 界 的 . 
在 上 述 后 两 种 情况 ,4 是 A 的 谱 点 , 但 不 是 A 的 特征 值 . A 的 不 是 特征 值 的 谱 点 的 全 
体 称 为 A 的 连续 谱 , 记 为 o.(A). 

由 逆 算 子 定理 知道 , 若 X 是 Banach 空间 , 则 上 述 的 第 (3) 种 情况 不 会 出 现 . 当 
X 是 有 限 维 空间 时 ， 由 于 

dimN(A) + dimR(A) = dimX, 


因此 X 上 的 线性 算 子 A 若是 一 对 一 的 , 则 必定 是 映 上 的 . 并 且 其 逆 必 定 是 有 界 的 . 
因此 当 X 是 有 限 维 空间 时 ， 上 述 第 (2) 、(3) 三 种 情况 不 会 出 现 . 因此 有 限 维 空间 上 
的 线性 算 子 的 谱 点 只 能 是 特征 值 . 

设 AEBCX), AEC, A 的 正则 点 和 谱 点 可 以 由 方程 (XI 一 和 A)zxz = a 的 解 的 存在 
性 , 唯一 性 以 及 解 对 a 的 连续 依赖 性 给 出 等 价 的 刻画 . 

(1) 4 是 A 的 正则 点 当 且 仅 当 对 每 个 a€X, 方程 (X41 一 A)z = a 存在 唯一 解 z,， 
并 且 存 在 常数 c > 0, 使 得 |z.1 科 cllell. 

事实 上 , 若 人 是 A 的 正则 点 , 则 订 一 A 是 可 逆 的 ,CI 一 4) 一 存在 并 且 有 界 . 对 
每 个 a€EX, ze 二 (4 一 A)"'a 是 方程 (X41 一 A)x = a 的 唯一 解 . 并 且 

lz = Qo AallelQ om A lall. 


(2) 若是 4 的 谱 点 . 则 可 能 出 现 以 下 三 种 情况 : 

@ 齐 次 方程 A1 一 A)z 一 0 存在 非 零 解 . 此 时 AEor(4A)， 即 人 是 A 的 特征 值 . 

加 齐 次 方程 (X31 一 A)x = 0 不 存在 非 零 解 . 但 非 齐 次 方程 (X31 一 A)z 二 a 不 是 对 
每 个 a€EX 都 有 解 . 

Q 齐 次 方程 (41 一 A)z = 0 不 存在 非 零 解 ， 非 齐 次 方程 (X41 一 A)z = a 对 每 个 
a EX 都 有 唯一 解 +。. 但 不 存在 常数 c > 0, 使 得 对 任意 <cEX 成 立 llz.1 志 cllall. 

在 @ 和 四 的 情况 下 , 4€o.(A). 

为 简单 计 ， 以 后 将 X 上 的 单位 算 子 1 记 为 1. 按照 这 样 的 记号 , 有 时 表示 算 子 
41. 例如 4 一 A 表示 4I1 一 A. 

设 a,ECln 宇 0), AEB(X)， 则 称 


pA) = DaAi=ad+aAtaA ++aA” 
(A? = 1) 为 算 子 多 项 式 . 称 
DA 一 ao 十 由 AT 十 ah 十 十 oh" 十 … (4.1.2) 
n= 人 0 


为 算 子 震级 数 . 若 X 是 Banach 空间 , 则 BC(X) 是 完备 的 . 因此 根据 定理 1.5.6, 车 


第 4 章 ， 有 界线 性 算 子 的 谱 一 一 一 一 133 


2 aA"j< co， 


nm0 


则 级 数 (4.1.2) 在 BC(X) 中 按 算 子 范 数 收敛 . 设 其 和 为 S, 则 SE BC(X). 
定理 4.1.3 设 X 是 复 Banach 空间 , AE€ BC(X). 
(1) 车 Al 二 1, 则 X= 1 是 A 正则 点 , 并 且 


(1 一 4A)- 一 24" 一 1 十 A 十 42: 十 …. (4.1.3) 
n=0 
(2) 车 XEC, |X| 守 All, 则 是 A 正则 点 . 并 且 
-41= 二 大 (4.1.4) 


证 明 《1) 由 于 141 委 14IAELHL44 一 AP 全 1， 因此 当 |4 一 1 时 ， 


144< PAP < 于 是 级 数 > 4" 在 BCX) 中 收 化 设 其 和 为 B. 我 们 有 


(1 一 A)(1 十 A 二 A 十 十 A') 

一 1 十 A 十 4 十 … 十 4 一 (A 十 4 十 十 Ai) = 二 1 一 A™m, 

注意 到 由 于 1 41 < 1, il4"1 14Al ~ 0Cn -> co)， 在 上 式 中 令 n-> co, 得 到 
(1 一 A)(1 二 A+Az 十 …… 十 4 十 ……) 一 1， 
即 (1 一 A)B = 1. 类 似 可 证 B(1 一 A) = 1. 根据 定理 4.1.1, 1 一 A 是 可 道 的 , 并 且 
(1 一 A)- = B. 这 表明 X= 1 是 A 正则 点 , 并 且 式 (4.1.3) 成 立 . 
(2) 车 IX 二 AN, 则 IAA 一 1. 由 定理 4.1.3, 1 一 入 !A 是 可 道 的 , 于 是 

(4—A)™ = [0 2A :=A (1 AA) eBX), 

因而 4+Ep(A). 并 且 由 式 (4.1.3) 得 到 


Q-Am = 支 (1 和 = 如 各 和 

由 定理 4.1.3 知道 , 对 每 个 AE BCX)， 总 有 

oA)C :和 14 有 ， 

因此 c(A) 是 有 界 集 . 这 也 表明 对 每 个 AE BCX), p(A) 非 空 . 

定理 4.1.4 设 XX 是 复 Banach 空间 , AEB(X). 则 po(A) 是 开 集 , c(4) 是 紧 集 . 

证 明 由 定理 4.1.3 知道 c(4) 非 空 . 设 EpCA), 则 和 一 A 存在 有 界 逆 
(4o 一 A). 对 任意 复数 4， 我 们 有 

1 一 4 一 (一 4)[1 一 (一 1) (一 4)-]. (4.1.5) 


当 凡 一 | 过 4G 一 4) 时, Ch 一) (26 一 A) 过 1 由 定理 4.1.3, 此 时 算 子 
B= 1 一 (4 一 A) (4 一 A)-' 是 可 逆 的 , 于 是 由 式 (4.1.5) 知道 1 一 A 是 可 逆 的 , 因此 
AEpl(T). 这 表明 车 EPA), 则 U(Xh,6)Cp(A), 其 中 6=|(h, 一 A) 二 上 .因此 
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P(A) 是 开 集 . 
上 面 已 经 证 明 pC(A) 是 开 集 , 因此 c(A) = po(4)5 是 闭 集 . 又 根据 定理 4.1.3(2)， 
ol(A) 是 有 界 集 ， 即 c(4) 是 复 平面 C 中 的 有 界 闭 集 , 因而 c(4) 是 紧 集 ,图 
引 理 4.1.5 设 X 为 复 Banach 空间 , AEB(CX). 则 对 任意 fE€BC(X)* ，F(CA) 一 
7 一 A)) 是 pC(A) 上 的 解析 函数 . 


证 明 ”对 任意 EpCA), 当 凡 一 和 二 二 一 一 时 ,上 (Xo 一 A) (2 一 AA) 
Mi — A 
二 1. 利用 式 (4.1.5)、 式 (4.1.3) 得 到 
(一 A) 一 [一 (Co 一人) 人 (ho 一 A) 开 ] (一 A)- 


= 之 [0 一 Do 一人] 一 人 CAL6) 
= (一 DG 一 io) ~—A)mY. 
相 向 — = DB 
由 上 式 和 了 的 线性 性 和 连续 性 得 到 ， 当 从 一 xo| 一 TA 


FG) = 2 (一 DO — AD) CAN) 
i=0 


这 表明 在 的 邻 域 中 ,FC(4) 可 以 展开 为 一 和 的 震级 数 . 因此 F(X) 是 pC(A) 上 的 解 
析 函 数 . 者 

定理 4.1.6 (Gelfend) 设 X 为 非 零 的 复 Banach 空间 , AE B(X). 则 cC4) 汉 人. 

证 明 ”由 于 XX 关 {0}, 故 单位 算 子 1 是 BCX) 中 的 非 零 元 , 由 Hahn-Banach 定 
理 , 存在 f/f€EB(X)" ,使 得 f(1) 关 0. 令 

FG) = FA 一 4A)-) Ep A)). 

根据 引 理 4.1.5, F(4) 是 pe(A) 上 的 解析 函数 . 若 c(4) = 2, 则 F(4) 在 整个 复 平面 
上 解析 . 利用 式 (4.1.4) 当 |4| 守 AI 时 ， 


RAMA LA (4.1.7) 
m0 


A"+1 
因此 当 4 宇 WAI 十 1 时 ， 
六 训 S SEA Fl 
IFO| = IFC A 2 Ri = Tan < Wl. 
故 F(X) 在 复 平面 上 有 界 . 根据 Liouville 定理 ,，F(2) 在 复 平面 上 为 常数 . 但 是 在 级 
数 (4.1.7) 中 计 的 系数 是 有 (1) 天 0 这 就 产生 了 矛盾 . 因此 o(A) 天 2， 图 


由 于 olA) 是 紧 集 ， 因此 数 集 { |4|:4EolA)) 存 在 最 大 值 . 

定义 4.1.4 ” 设 X 是 复 Banach 空间 , AEB(X). 称 r(4) = max{ |4|: 4Eco(A)} 为 
A 的 谱 半 径 . 

定理 4.1.7 (Gelfend) 设 X 是 复 Banach 空间 , 4AE BCX). 则 


第 4 章 ”， 有 界 绕 性 算 子 的 诺 一 一 人 135 
"(A) = lim llA" | 。 (4.1.8) 
特别 地 ，r(A) 过 | Al 称 式 (4.1.8) 为 谱 半 径 公 式 . 
证 明 ”证明 分 几 个 步 又. 
G) 先 证 明 极限 lim | Ar" 上 存在 . 记 a 一 iaf14" 必 ， 显 然 imll4r" 必 之 a, 只 需 再 
证 明 J Ar |* < a. 对 任意 s> 0, 存在 m 之 1 使 得 HA"IP* < < 十 e 对 任意 自然 数 
n， 存在 自然 数 k&, 和 5,,， 0 三 5 二 m, 使 得 n= km 十 s,. 我们 有 
A =A% A" 谍 1A 及 过 Kat+e 守 1A 凡 (4.1.9) 
由 于 当 n 王 吕 时 ,全 一 1, 加 ">0, 由 式 (4.1.9) 得 到 LimllA" | 过 a 十 e. 由 于 es 二 0 
的 任意 性 得 到 Ti 1A" |” < a. 综 上 所 证 得 到 lim 1 4" 性 一 “一 inflA" | 


(2) 人 MA| > a. 则 存在 es 之 0 和 mm > 0, 使 得 当 n 宇 mw 时 4 A"I" 之 a 
+e<|4l. 


瑟 | 总 [< 而 2 ‘< DD Os 


RT 入 
因此 级 数 忆 和 收敛 . 记 其 和 为 B, 则 BEBCX). 与 定理 4.1.3 的 证 明 一 样 , 可 以 验 
十 0 一 A)B 一 BGA 一 A) = 1. 根据 定理 4.1.1, 4 一 A 是 可 逆 的 , 从 而 AEpo(4). 这 
表明 
r(4) < a 一 lim 114" 用 
(3) 根据 步 对 (2) 中 证 明 的 结果 , 当 |h|> 时 ，QA 一)- 一 了 .因此 对 任 
意 Je BCX)”， 有 本 


Pd Ey Ve A (4.1.10) 
n=-0 


A 


式 (4.1.10) 表明 CG 一 A)-!) 在 (4: 4|> a} 上 是 的 解析 函数 根据 引 理 4.1.5， 
Laurent 级 数 的 唯一 性 , 式 (4.1.10) 在 {A: |4| 汪 (A)} 上 也 成 立 ，Laurent 级 数 在 收 
敛 圆 环 内 是 内 闭 绝对 收敛 的 , 因此 对 任意 s> 0, 有 
|fCA"))| a 
> CA + em ~ (4.1.11) 
令 B 一 057 之, 则 B,EBCX). 式 (4.1.11) 表明 对 任意 EBCX)*， 


supf(B,) 一 oo. 根据 共鸣 定理 , 存在 M > 0, 使 得 | B, | 入 MCn > 1D). 于 是 4A 过 


活 国 分 新 
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(r(A) 十 6"M. 从 而 lim ll4" I 过 r(CA) 十 e 由 es 全 0 的 任意 性 得 到 
lim | A" 信 过 >(CA)， 
这 就 证 明了 式 (4.1.8) 成 立 . 由 于 A" 上 万 Al", 由 式 (4.1.8) 立即 得 到 r(A) 过 上 Al|. 加 
式 (4.1.8) 给 出 了 谱 半 径 的 一 个 计算 公式 . 这 种 定量 的 结果 在 泛 函 分 析 中 是 不 
多 见 的 ， 
定理 4.1.8 〈( 谱 映射 定理 ) 设 X 是 复 赋 范 空间 , AE BC(X), p(t) = 二 ao 十 ut 十 
az 绊 十 … 十 cei" 是 一 多 项 式 . 则 
op(A)) = plolA)), 
其 中 p(oC(A)) = {p00): AEco(A)). 
证 明 ” 先 证 明 pCo(A)) C op(A)). 记 Qt) 一 PC 二 友人， 则 Qa,z) 是 


的 多 项 式 ， 并 且 
~ pA) — pA) = (4— AQGQ,A) = QQ,4)GA 一 4A). (4.1.12) 
设 AEolA), 我 们 证 明 加 (A) Ec(p(A))， 反 设 p(4) 是 p(A) 的 正则 点 ， 则 pC24) 一 
pl(A) 存在 有 界 逆 (p(4) 一 p(4))-!. 利用 式 (4.1.12) 得 到 
1= (4—A) QA,ApH) — pA 
= (p(X) — p(A)) QO, A — A). (4.1.13) 
由 于 p(X) 一 p(A) 与 Q(4,A) 可 交换 ,因此 
QQ,A) = QOAA PA — pA PA) O— pA 
= (pM4) — pA QA A pA — pA))T!, 
用 (p(4) 一 pC(A))7! 左 乘 上 式 两 端 得 到 
(pA 一 DC4))- QA,A) = Q AA HH) — pA 
因此 由 式 (4.1.13) 得 到 
1 = (4— A)Q(,A) (CpG — pA))™! 
= Q(X,A) (pM) — pA A— A). (4.1.14) 


根据 定理 4.1.1, 式 (4.1.14) 表明 ) 一 A 是 可 逆 的 . 这 与 XEc(A) 矛盾 , 因此 p(X2) E 
ol(p(A)). 从 而 pl(o(A))Coa(p(A))，, 
再 证 明 cCb(4A)) CC plo(A)). 设 Agp(o(A))， 
A— p(t) 一 ai —t) (Ns CO— tN, CO— tt). 
则 当 zEc(C4) 时 , 4 一 p(t) 关 0( 否 则 4 二 p(t)Ep(lol(A)), 这 与 44p(lo(A)) 也 盾 ). 
于 是 4; 一 上 兴 0. 这 说 明 4,go(A) (i 二 1,2,…,n)， 即 每 个 4 一 A 是 可 逆 的 . 于 是 由 
推论 4.1.2 知道 
A—p(A) 一 Ci — A — A) — A) 
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4.1.3 ”若干 例子 


例 1( 续 ) 设 A 是 1*(1 达 pp 二 0) 上 的 左 移 算 子 . 在 例 1 中 已 经 知道 (4A) = 
{4: |4| 二 1}. 容易 算出 Al = 1, 根据 定理 4.1.7, r(A) = 1. 因此 
(4; 42|=1}=0,(A4) ColAh) CC (4: I)<1)}. 
根据 定理 4.1.4, c(A) 是 闭 集 . 在 上 式 两 端 取 闭 包 知道 o(A) 二 {4; | 过 1). 
例 2 考虑 1 人 (1 去 妨 一 co) 上 的 右 移 算 子 : 
A(ziyze，…) = (0, TirT29), T= (TirT2 9 ) EL. 
容易 算出 1 4 = 1. 因此 oA) C {4: ]4| 志 1}. 对 任意 和 EC， 
(一 A)(zyzzy…) = Ari ,Ars 一 AT3 — Ze," ), 
车 z= (zi,xs，…) 是 方程 (4 一 A)x = 二 0 的 解 ， 则 必须 Arzl = 0, hr 一 Xx! = 二 0， 
Xzrs 一 zs 一 0,…, 由 此 解 得 zi == zs 二 … 二 0( 可 以 分 4 二 0 和 4 关 0 两 种 情况 讨论 )， 
即 xz = 0. 故 方程 4 一 A)zx = 0 没有 非 零 解 . 因此 A 没有 特征 值 , 即 ce(4) = 2. 
设 a 一 (ay ea)E1. 若 工 = (ziyzz) 是 方程 (X41 一 A)z 二 a 的 解 ， 则 必 
须 
AMzri = al，AMrs — XI = drs MTs — Xz = dass , 
取 a 王 (1, 0,…)， 则 解 得 zz 一 (020). 但 当 |4| 志 1 时 , + 二 OA) 他 2 故 
此 时 方程 (一 A)z 一 4 无 解 . 这 表明 此 时 算 子 4 一 A 不 是 映 上 的 . 因此 当 |4| 达 1 时 ， 
AEo(A). 综 上 所 证 
o,(A) = GC, olA) = (4: 14|<1}. 
例 3 考虑 空间 CLa,5]. 定义 算 子 A: CLa,5] > CLa,6]， 
(4Az)(i) = tr(t), rEC[a,b]. 
易 知 A 是 CLa,5b] 上 的 有 界线 性 算 子 . 对 任意 AEC，, 若 
(4A— A)z(t) = (A—iz(t) 一 0， 
则 必须 z(t) 三 0. 这 表明 方程 4 一 A)z = 0 没有 非 零 解 ,因此 o,(A) = 多， 
当 44 [a,b] 时 , 显然 4 一 A 是 一 对 一 的 . 对 任意 aE CLa,b], 令 t= 人 一 Da(b， 
则 zEC[a,6], 并 且 (4 一 A)z = a, 此 时 4 一 A 也 是 映 上 的 . 由 逆 算 子 定理 知道 ， 
4 一 和 A 可逆, 即 A€p(A). 
当 AE[a, 门 时 , 显然 4 一 A)z 二 1 无 解 , 此 时 4 一 A 不 是 映 上 的 , 从 而 4Eo(A). 
综 上 所 证 知道 , c(A) = o.(A) = [a,b]. 
例 4 设 互 是 复 Hilbert 空间 , A 是 世上 的 西 算 子 . 则 
oA) CI{zEC: |z|= 1}. 
证 明 由 于 A 是 西 算 子 , 上 Az|= zll(zE 日 ), 故 |All = 1. 由 定理 4.1.3 知道 
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oA)C{zEC: |z|< 1). 
另 一 方面 , 由 于 A-' 一 A*€B(H), 因此 A 是 可 逆 的 . 车 X41 二 1, 则 
N24 一 == XNA721= 人 | 过 1 
根据 定理 4.1.3，1 一 4A- 是 可 逆 的 . 于 是 4 一 A = 一 4(1 一 44-) 是 可 逆 的 . 因此 
AEp(A). 这 就 证 明了 oCA) CC {zEC: |z|= 1). 


3 4.2 ” 紧 算 子 的 谱 


我 们 知道 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 是 紧 算 子 . 本 节 介 绍 的 关于 紧 算 子 的 谱 的 
Riesz-Shauder 理论 表明 ， 紧 算 子 谱 的 分 布 很 接近 于 有 限 维 空间 上 线性 算 子 的 情形 . 
例如 ， 紧 算 子 的 非 零 谱 点 都 是 特征 值 , 每 个 非 零 特 征 值 相应 的 特征 向 量 空间 是 有 限 
维 的 ,等 等 . 

以 下 设 X 是 复 Banach 空间 . 

引 理 4.2.1 设 A 是 X 上 的 紧 算 子 . 则 对 任意 4EC, 4 天 0,，RG 一 4A) 是 闭 子 空 
间 . 

证 明 由 于 4 一 A 二 4(1 一 A471A), 而 入 'A 仍 是 紧 算 子 , 故 不 妨 设 4== 1. 记 
T= 二 1 一 A, 设 Tr, ER(T), Tz 一 y. 我 们 要 证 明 yE€ R(T). 分 两 种 情形 . 

(1) 设 {zx,} 有 界 , 由 于 A 是 紧 算 子 , 不 妨 设 Ar, 一 y'. 于 是 

ru = (Tr + Ar,)—> (y+ ). 
从 而 > 一 limTz, = Tl(y+ y) ER(T). 

(2) 设 {zx,} 无 界 . 车 存在 {x,} 的 子 列 {x。 } 使 得 (zw ) CNCT), 则 y= limTzw 
二 0€ R(T). 因此 不 妨 设 zx,.EN(T)(n 宇 1). 记 邮 =dCzNCT))， 则 ds 二 0. 对 
任意 n, 取 y, E N(T) 使 得 


d, <lz,—»%l<(l + 元)a， (n> 1). (4.2.1) 


我 们 证 明 (a, } 有 界 . 若 不 然 ,， 不 妨 设 必 一 ceo. 令 之 , 十 z, 一 yy 中 (zr 一 ys)， 由 于 
T(z, 一 ys) 二 Tr 一 y, 结合 式 (4.2.1) 知道 Tz, > 0. 由 于 A 是 紧 算 子 , 不 妨 设 
Axz, 一 zx。 于 是 

Tz = limTAz, 一 limATz, = 0. 


因此 zE N(T). 于 是 yxy 十 lz, 一 yz EN(T)， 结 合式 (4.2.1) 得 到 
d, zr — (Cy, 十 zz， — Yn Jz) | 二 | zx, 一 yn 正光 一 之 | 
< (1+ 冯 jasllz, 一 x 


1 
n 


由 上 式 得 到 1 (1+ - 州 z。 一 = 由 另 一 方面 , z, = (T 十 A)z, -> zx。 这 就 产生 了 了 矛 


139 


第 4 章 有 界线 性 算 子 的 谱 


盾 . 因此 {4d, } 必 有 界 . 于 是 由 式 (4.2.1) 知道 {z, 一 y,} 有 界 . 令 工 , 二 ,一 y,， 则 
{z4} 有 界 ，Tz。 = Tx%. 这 就 化 为 第 (1) 种 情形 . 图 

引 理 4.2.2 设 A 是 X 上 的 紧 算 子 , AEC, 4 关 0. 若 4 一 A 是 一 对 一 的 , 则 4 一 A 
是 映 上 的 . 

证 明 记 工 一 一 A. 对 每 个 自然 数 n, 我 们 有 

T"= (4 一 A)" = 一 CATmA… 二 (一 1)"C*A"=X*—B, 

其 中 忆 是 A 与 一 个 有 界线 性 算 子 的 乘积 . 根据 定理 2.9. 1, B 是 紧 算 子 . 由 引 理 4.2.1 
知道 , 每 个 R(T") 是 X 的 闭 子 空间 . 显然 R(T"m) CR(T")(n 宇 1). 若 每 个 RCT"h!) 
都 是 RCT") 的 真子 空间 , 根据 Riesz 引 理 , 对 每 个 n, 存在 y, ERC(T"), | 中 = 1, 使 


得 d(y,,RCT"m)) 之 序 . 当 加 之 n 时 ， 
T 守 一 y+ 了 T 交 = F(Ty, — XAyn + Tya) ER(CT™!), 
因此 
1 A>， — Ay, = |Ay, en (Ty, 一 Aym 十 Ty。) 上 
由 | 
之 pa 
但 A 是 紧 算 子 , {y} 是 有 界 序列 ,{Ay,} 应 该 存在 收敛 子 列 . 但 这 与 上 式 矛 盾 . 因此 存 
在 mw， 使 得 RCT%t1) 二 R(T™), 现在 设 4 一 A 是 一 对 一 的 . 对 任意 yERC(T”-1), 由 于 
Ty ER(T"%) 二 R(T%t!), 故 存在 XEX, 使 得 Ty 二 Tt'x 二 T(Tmzx). 由 于 工 是 
一 对 一 的 , 因此 = T%*zxER(T”%), 故 R(T%) 二 R(T”%-!1). 依 此 进行 , 最 后 得 到 
R(T) 二 X. 加 
引 理 4.2.3 设 A 是 X 上 的 有 界线 性 算 子 . 车 和 ,4,,…,4, 是 A 的 不 同 的 特征 
值 , zi;(i = 二 1,2,…,n) 分 别 是 相应 于 3; 的 特征 向 量 . 则 zi ,zs，… ,zs, 是 线性 无 关 的 . 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 由 于 zi 关 0, 因此 当 n = 1 时 结论 成 立 . 设 zi， 
T29 “Tal 是 线性 无 关 的 ， 又 设 
aizl 十 azZz 十 十 cizr il 十 az 一 0. [| 
因为 (一 A)z 二 OQ, 一 和 )zi(i 二 1,2,…,n), 用 ,一 A 作用 于 式 (4.2.2) 的 两 端 , 得 
到 


= |2| 


| 一 (T 突 -y+T 窜 ) 


aiCAs 一 人 Ai)Zi as CA 一 ha)7zaz 二 二 di (As OO— A 1) Ti = 0. 
因为 zi ,zs，… ,Xz 是 线性 无 关 的 ,并且 和 关 和 (i 二 1,2,…,n 一 1), 因此 a = az 
一 … 一 ai 一 0. 代 人 式 (4.2.2) 得 到 a, 一 0. 因此 zi,z;，,… ,x, 是 线性 无 关 的 . 图 
设 AEB(X),4 是 A 的 特征 值 . 称 N(4 一 A) 为 A 的 相应 于 4 的 特征 子 空间 , 它 
是 由 A 的 相应 于 4 的 特征 向 量 加 上 和 零 向 量 构成 的 线性 子 空 间 . 
定理 4.2.4 设 A 是 X 上 的 紧 算 子 . 则 : 
(1) 若 dimX 一 co 则 0Ec(A). 


全 


(2) A 的 非 零 谱 点 都 是 特征 值 . 
(3) A 的 每 个 非 零 特 征 值 相应 的 特征 向 量 空间 是 有 限 维 的 . 


证 明 (1) 设 dimX = coo. 车 0 是 A 的 正则 点 , 则 一 A = 0 一 A 是 可 道 的 , 从 而 A 
是 可 逆 的 . 即 A 存在 有 界 逆 A"'. 由 于 A 是 紧 算 子 , 于 是 1== 44- 也 是 紧 算 子 . 这 蕴 
涵 XX 的 闭 单位 球 Sx 是 紧 集 . 这 与 dimX = co 矛盾 ( 见 定理 1.6.11). 因此 0€o(A). 

(2) 设 4EcolA),4 关 0., 车 4 不 是 A 的 特征 值 , 则 4 一 A 是 一 对 一 的 . 根据 引 理 
4.2.2, 4 一 A 是 映 上 的 . 根据 逆 算 子 定理 , 4 一 A 可 道 从 而 4 是 A 的 正则 点 . 矛盾 . 

(3) 设 4 是 A 的 非 零 特征 值 , EE = N(4 一 A) 是 相应 于 4 的 特征 向 量 空间 . 则 对 
任意 zxEE,Ax = hr. 设 {x,} 是 E, 的 闭 单位 球 中 的 任 一 序列 . 由 于 A 是 紧 算 子 , 因 
此 Az, == hx, 存在 收敛 子 列 . 于 是 {x, } 存 在 收敛 子 列 . 这 表明 EE 的 闭 单位 球 是 列 紧 
的 . 根据 定理 1.6.11, 这 表明 E 是 有 限 维 的 . 

(4) 先 证 明 oCA) 没有 非 零 的 聚 点 . 用 反 证 法 . 设 4 关 0 是 oC(A) 的 聚 点 ， 则 存在 


(A.) C ol(A) 使 得 入 一 不 妨 设 4 互 不 相同 ,并且 凡 .| 之 训 14|. 设 z 是 相应 于 和 的 
特征 向 量 . 根据 引 理 4.2.3，{z,) 是 线性 无 关 的 . 令 EE 一 spanfm ,ma 和 sz) On 之 1)， 
则 EE ,是 E, 的 真子 空间 根据 Riesz 引 理 ， 对 每 个 m， 存在 y, EEE, 使 得 |y, | = 1， 


并 且 dly,sEm) 之 去 . 设 y, = 了 lawzi. 则 
[i 


有 m1 
Qs — A)y, = Danilhs — A = Danlhs — Nz EE,. 
i=1 


i=1 


令 z = hy 一 Ay。 十 Ay， 则 当 九 盖 7 时 
之 二 (4, — A)y, 十 (A— An) yn 十 Anym 所 五 ， 
由 于 Ay, 一 Ay, 一 ys 一 zz, 所 以 


14y, 一 Ahy-1= Is 一 = 一 > 一 志和 关于 pl 二， 


这 与 A 的 紧 性 矛盾 . 因此 0 是 o(A) 唯一 可 能 的 聚 点 . 
对 任意 自然 数 w， 令 A, 一 |AEo(CA)， 广 福全 可. 由 上 述 所 证 的 结果 推导 


出 每 个 A, 是 有 限 集 ， 于 是 oA) 二 U A, 至 多 是 可 列 集 . 二 
由 定理 4.2.4 知 道 , 若 dimX = co, A 是 X 上 的 紧 算 子 , 则 A 的 谱 只 有 以 下 三 种 
情况 : 

(1) o(A) = {0}. 

(2) oA) = {0, 4, hes As ). 

(3) oA) = {0, NA, hs, }, lim = 0, 


其 中 心 都 是 A 的 特征 值 . 
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定义 4.2.1 设 X* 是 X 的 共 斩 空间 . 

(1) 设 TEX, fEX'. 若 F(z) ==0, 则 称 f 与 x 正 交 , 记 为 x]. 

(2) 设 MCX, NCX". 车 对 任意 zEM, fEN, 有 zlf, 则 称 M 与 N 正 交 ， 
记 为 ML N. 特别 地 ， 当 {zx} | N 时 ,， 记 为 zxLN. 

定理 4.2.5 设 4A 是 X 上 的 紧 算 子 , A’ 是 A 的 共 轧 算 子 , 4EC,4 关 0. 

(1) 设 yEX, 则 方程 4 一 A)z 一》 可 解 的 充 要 条 件 是 y> 上 NG 一 A" )， 

(2) 设 gE X"， 则 方程 (4 一 A*)f = g 可 解 的 充 要 条 件 是 g_LN(4 一 A). 

证 明 (1) 设 存在 EX, 使 得 (4 一 A)z = y. 则 对 任意 fEN(4 一 A*) 有 

f= 0—AzrN) = 0—A' N= (rz, 0—A')N)=0. 
因此 y] NGQ 一 A'). 

反 过 来 , 设 yL NG 一 A*), 我 们 证 明 方 程 4 一 A)z 二 y 可 解 ， 即 证 明 y € 
R( 一 A). 反 设 yERG 一 4A). 根据 引 理 4.2.1,， R(4 一 和 A) 是 X 的 闭 子 空间 . 根据 推 
论 2.4.7, 存在 fEX， f(y) 关 0, 使 得 f 在 R(X 一 A) 上 为 0. 对 任意 xzEX, 令 y= 
(4 一 A)z. 则 一 方面 , 由 于 y ER(4 一 A), 因此 


(zx, (4—A’)N) = (4—A)zr,N) = f(y) = 0. 


这 说 明 (4 一 A" )f = 0, 因而 fEN(4 一 A*). 另 一 方面 fly) 关 0. 这 与 假设 条 件 
yLN(G 一 A* ) 矛盾 . 因此 y€E RG 一 A). 
(2) 设 存在 f€EX* ,使 得 4 一 A')f = g. 则 对 任意 zEN(C(X 一 A) 有 
g(z) = (zx, (4—A')f) = (0—A)zr,f) =0. 
因此 g | NG 一 4). 

反 过 来 , 设 g 上 N(4 一 A). 为 证 明 此 时 方程 2 一 A*)f = g 可 解 , 在 R(X 一 A) 上 
定义 泛 函 : f(y) = g(xz)(yER(4 一 A)), 其 中 zz 是 任 一 满足 y = (4 一 A)z 的 向 量 . 
若 另 有 zi 使 得 > = (一 4)z, 则 zz 一 zENGQA 一 A). 因为 gL NG 一 A), 所 以 
gz 一 2) 二 0, 从 而 g(xz) = g(z). 因此 fly) 的 值 由 > 唯一 确定 . 显然 了 是 线性 的 . 

现在 证 明 f 在 RC 一 A) 上 是 连续 的 . 为 此 , 只 需 证 明 若 ERGQ 一 A)， 罗 一 0， 则 
了 Cys) 一 0. 用 反 证 法 , 车 六 yn) 一 0 不 成 立 , 则 存在 s > 0 和 {y,) 的 子 列 {y,), 使 
得 | f(y,,)| 宇 s. 在 引 理 4.2.1 的 证 明 中 ,我 们 已 经 证 明 只 要 {y。 } 收 剑 ， 就 存在 有 办 
序列 {z,} 使 得 y, 二 (4 一 A)z,. 由 于 A 是 紧 算 子 , 不 妨 设 Azr,, 一 z. 则 

GO 一 A)z 一 lim0 一 A)4rw 一 lim40 一 4)zu = limAy,, = 0. 


故 xE NC(4 一 A), 从 而 g(z) = 0. 由 于 zw = Cy 十 Ar,,) 一 1!z, 因 此 
limf (Cy,,) = limg(z,.) = Tg Cz) = 


这 与 |f(y, )| 宇 e 忒 盾 . 这 就 证 明了 f 在 R(4 一 A) 上 是 连续 的 . 
根据 Hahn-Banach 定理 ，f 可 以 延 拓 成 为 XxX 上 的 连续 线性 泛 函 ， 对 任意 zEX， 


和 2 人 泛 丁 分析 


(zx, (4—A*)f) = (4— A)z,f) = g(x). 

因此 GQ 一 A")f = g. 即 f 是 方程 4 一 A")f 二 g 的 解 . 国 

定理 4.2.6 设 A 是 X 上 的 紧 算 子 , A* 是 A 的 共 搞 算 子 . 则 : 

(1) 设 4, xEo(A), 工 是 A 的 相应 于 4 的 特征 向 量 , f 是 A* 的 相应 于 的 特征 
向 量 , 4 关 4,， 则 zf. 换言之 , N(4 一 A) | N(x 一 A'). 

(2) 若 AEc(A),4 关 0, 则 dimNG2 一 A) = dimN(4 一 A'). 

证 阴 《1) 设 IENQI 一 A), fEN(4 一 A*) 则 Ax = 二 Ar,A*f 二 pf. 于 是 

Af (xz) = (zj = (Ar,f) = (x,A’ f) = (ruf) = pf (2). 

于 是 0 一 1) f(x) = 0. 由 于 4 关 4， 因此 fx) = 0. 这 表明 zx 太 

(2) 由 于 A 是 紧 算 子 , 根据 定理 2.9.3, A* 也 是 紧 算 子 . 于 是 根据 定理 4.2.4(3)， 
NG 一 A) 和 NN(4 一 A* ) 都 是 有 限 维 的 . 设 dimN(4 一 A)= 二 n, dimN (4 一 A*)==m. 
设 zz，…z 是 NGA 一 4) 的 一 组 基 , g1,gz，… ,gn 是 N (4 一 A*) 的 一 组 基 , 利用 
Hahn-Banach 定理 不 难 证 明 , 存在 有 ，f。,…,f, EX ,使 得 f;(z) 一 6; (参见 习题 2 
中 第 24 题 ). 

现在 证 明 存 在 V1 Ys Yn EX, 使 得 gi(Yy;) = 0 取 入 EX, 使 得 g1(Y1) = 
1. 假定 yy ,ys，… ,yilk 二 m) 已 经 取 定 , 使 得 gi(yj) = 二 仿 (1 过 i 7 了 声 有 ). 任 取 


IEX, 令 交 一 工 一 > gj (7)y,. 直接 计算 知道 gi;(2) 一 0G 一 1， 2 ,Rk). 车 gtn (2) 
jl 
二 0， 则 


下 
StH《 工 ) 一 Dg x) gun Cy,) = gu (2) = 0. 


j=1 
即 gn (7) 一 py (yj)g;(X)(TEX). 这 说 明 gi 一 Si (yj)8j， 这 与 gi ,82 Sm 
线性 无 关子 拓 . 因此 gtH (2) 一 < 天 0. 令 yin 二 og, 则 
BAYen) = 18i(ytH) = 0 (i= 1,2,.%,k). 
这 样 就 归纳 地 证 明了 存在 y1，y:，… ,ya EX, 使 得 g;(y;) 一 6;. 
先 证 明 m 二 ” 用 反 证 法 , 假设 n 二 m， 定义 算 子 了: X ~ X， 
Br 一 Az 十 pa rEX. 


j=l 


则 B 是 紧 算 子 与 有 界 的 有 限 秩 算 子 之 和 ,因而 是 紧 算 子 . 我 们 证 明 4 一 B 是 一 对 一 
的 . 设 (4 一 B)z 一 0. 则 


(一 4)z= (4—B)zr+Br—Ar= Df (ry,. (4.2.3) 
i=1 
由 于 gi(Y;) ri 06, » 并 且 giENGQA—A* )， 对 每 个 i= 1,2,°",n, 利用 式 (4.2.3) 得 到 


filzx) mm (Df;Cz) yg;)= ((A— A)r,g) 
j=1 
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一 《2Z， (Aa—A" )g;)= 0. (4.2.4) 
代入 式 (4.2.3) 得 到 (4 一 A)z = 0, 即 zENG 一 A). 既然 myzz，…z 是 N (XA 一 A) 


的 一 组 基 , 因此 x 二 > aiz,、 利 用 式 (4.2.4) 得 
Qi 二 fi( Baz))= fitr) =0 (一 1,2 72)， 
因此 zx 一 0. 这 就 证 明了 4 一 BB 是 一 对 一 的 . 根据 引 理 4.2.2 知 道 4 一 B 是 映 上 的 . 于 


是 存在 x€EX, 使 得 (4 一 B)z 二 yn. 注意 到 NG 一 A*)gwi = 0,ga(y;) 二 0(i 一 
1,2,."…,n), 因此 


一 Bntl (Yni1) ((4 一 B)zy Si) 
= (QH— A)zr,gm)— (2 f(x) yg) 
j=1 


一 《zy (一 Ag ) 一 0 一 0. 
这 个 矛盾 说 明 m 三 n. 类 似 地 可 以 证 明 n 达 mm. 因此 n= 二 mm. 国 


$4.3 ” 自 伴 算 子 的 谱 


本 节 总 是 设 打 是 复 Hilbert 空间 . 
4.3.1 自 伴 算 子 的 谱 


定理 4.3.1 设 AEB(H), A'* 是 A 的 伴随 算 子 . 则 : 

(1) pC(A*)= (4; AEp(A)}, oh) = (1: AEo(A)). 

(2) 车 是 A 的 相应 于 4 的 特征 向 量 , > 是 A" 的 相应 于 4 的 特征 向 量 , 并 且 
4 关 ， 则 工 |y. 

证 明 (1) 设 A€EC, 则 (4 一 A)” =4 一 A*. 因此 由 推论 4.1.2 后 面 的 注 1 知道 ， 
一 从 是 可 逆 的 当 且 仅 当 4 一 A"* 是 可 道 的 . 换言之 , AEp(A) 当 且 仅 当 XeEpe(A* ). 因此 
P(A*) = (43: AEp(A)}. 两 端 取 余 集 即 得 c(A" ) 一 {X: AEc(CA) ). 

(2) 由 于 Azr = Ar,A*y = uy， 因 此 

AZzyy) = (Ar,y) 一 (z 4 3y) = (rpy) 一 上 Czyy)， 


从 而 (4 一 D(x,y) = 0. 由 于 4 关 六 ， 因此 (zx,y) 二 0. 者 
引 理 4.3.2 设 A 是 态 上 的 自 伴 算 子 . 
(1) 车 4 = a 十 诊 , 则 
1 一 4)z lBlllzll, xEH. (4.3.1) 
(2) 设 AEC. 车 存在 7 > 0 使 得 
I —A)zll 宇 rllzrll(rE€E H), (4.3.2) 
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则 AEpCA). 
证 明 (1) 由 于 a 一 A 也 是 自 伴 算 子 , 对 任意 xE 肪 , 我 们 有 
AmAzrl = (a— A)z+iBr, (a— A)r+iBr) 
= (a— A)zj miB((am Azr,z) + Br, (Ca 一人)z) 十 民有 
二 (a 一 A)z 上 十 Bz 上 宇 Baz 背 . 

(2) 令 本 二 4 一 A, 则 由 式 (4.3.2) 知道 N(T) = {0}. 利用 式 (4.3.1) 得 到 
IT*zil=10—A)zl i-Bllzl= lellzlh xz€H. 
因此 车 B 关 0, 则 NC(T*)== {0}. 车 B=0, 则 T" 一 了 此 时 也 有 NN(T*)== {0}). 根 
据 定理 3.4.6,， RCT) = N《T*)+= 昌 . 我 们 证 明 R(T) 是 闭 集 . 设 y, = Tz, € 

R(T),y, 一 y 由 式 (4.3.2) 得 到 
rlz,— zx | Tr, — Tr, ll— 0C(m, n—r oo)., 
故 {z,}) 是 Cauchy 序列 . 既然 万 是 完备 的 , 设 工 , -> zt， 则 
”= biny = lia Tr, = Tr 


即 y€E R(T). 这 说 明 R(T) 是 闭 的 , 从 而 R(T) = R(T) = 昌 . 因此 工 是 一 对 一 的 ， 
上 映 上 的 . 由 逆 算 子 定理 知道 是 有 界 的 . 因此 TT 二 4 一 A 是 可 逆 的 , 从 而 X+E pC(A). 力 

定理 4.3.3 设 A 是 及 上 的 自 伴 算 子 . 则 ; 

C1) r(A) = A. 

(2) o(A) CR. 

(3) 车 zx,y 是 A 的 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 , 则 > 上 y. 

证 明 (1) 由 于 A= A", 由 定理 3.4.5 得 到 

HA 二 A* Al= A (4.3.3) 


当 A 是 自 伴 算 子 时 , A? 也 是 自 伴 算 子 . 对 A? 应 用 式 (4.3.3) 得 到 |42 1 = 1AI2=. 依 
此 进行 , 得 到 对 任意 自然 数 n, 有 | 42 || = 上 All* ,于 是 根据 谱 半 径 公式 (4.1.8) 得 到 
(A) = limlA” | = (IA) = A. 

(2) 设 A 二 “十 认 . 根据 引 理 4.3.2(1), 有 14 一 A)zll 写 |B8lllzll(zEH). 车 B 关 
0, 根据 引 理 4.3.2(2)， 此 时 XE pl(A). 因此 若 人 = a 十 座 Eo(A), 则 必 有 B= 0. 这 就 证 
明了 (4) CR. 

(3) 设 和 2?y 分别 是 A 的 相应 于 和 wp 的 特征 向 量 , 并 且 4 尖 人 根据 上 述 结论 
(2), 4, 是 实数 . 由 于 Az = 和 ,Ay = jwy， 因 此 

MX,y) = (Ar,y) = (x,Ay) = (rpy) = plzr,y). 

从 而 (4 一 (zr,y) 一 0, 于 是 (zx,y) 一 0. 加 

定理 4.3.4 设 A 是 电 上 的 自 伴 算 子 . 令 

m= inf (Azx,x), M = Sup (Az FY 《4.3.4) 


lzll=1 
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则 c(A) C [m,M], 并 且 m,MEo(A). 换言之 [m,M]j 是 包含 cCA) 的 最 小 区 间 ， 

证 明 ” 先 证 明 o(A) C [m,M. 设 和 EC, A¢[m,M]j. 则 d= inf 一直 > 0. 
车 xEHRH, zi == 1, 则 (Azr,z) ELm,Mj. 因此 

dA— (Ar,z)|= rsz) — Ar,z)|= | — Az Sl A)zl. 
由 此 得 到 对 任意 zE 互 , 有 djlzji 志 14 一 A)zll. 根据 引 理 4.3.2(2)， 此 时 人 Epo(A). 
这 就 证 明了 c(A) C [m,M]. 

再 证 明 m,MEolA). 令 B= A 一 m. 由 于 当 | zl = 1 时 

(Brz) 一 (4Az,z) 一 (zz) = (Ar,r)—m, 
因此 若 令 
人 

则 和 二 0，M 二 M 一 m. 因为 B 是 自 伴 的 , 根据 定理 3.4.9 和 定理 4.3.3(1)， 
Mi = 二 上 BH = r(B). 于 是 存在 4, Eo(B)，, 使 得 4, 一 Mj. 由 于 ol(B) 是 闭 集 , 因此 
AM Eo(B), 这 相当 于 MEo(A). 若 令 B= M 一 A, 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ”Ec(4A)， 国 


4.3.2 ” 正 算 子 的 正平 方 根 


设 4 是 妃 上 的 自 伴 算 子 . 若 对 任意 zE 互 成 立 (4z,z) 宇 0, 则 称 A 是正 算 子 ， 
记 为 4 三 0. 
定理 4.3.5 设 A 是 及 上 的 自 伴 算 子 并 且 A 三 0. 则 ; 
(1) 车 B 宇 0, 则 A++B 宇 0. 
(2) 若 a 宇 0, 则 aA 宇 0. 
(3) 对 任意 自然 数 n, A" 三 0. 
(4) 对 任意 z,yE 五 ,成 立 
[CAzr,y)|’ < CAxr,z)(Ay,y). (4.3.5) 
(5) 若 {B, } 是 一 列 单调 增加 的 正 算 子 , 并 且 存 在 M> 0, 使 得 上 BH 过 Am 宇 1), 则 
存在 正 算 子 B, 使 得 Bx 一 limB,z (zx€ H), 并 且 帮 Bil 志 M. 
证 明 (1)、(2) 显然 . 
(3) 对 任意 zxE 乳 , 车 nn 一 2k 为 偶数 ， 则 
(A"zzr) 一 (4A4r Atzr) 三 0. 
车 为 奇数 , 则 (4A"z,z) = (AA “rz,A*rx) 三 0. 因此 A" 宇 0. 
(4) 不 妨 设 1(Azr,y)| 二 0. 由 于 A 是 自 伴 的 , 故 (4z,y) = CAy,z). 对 任意 
4EC, 我 们 有 
0 之 (ACAr+y), Ar+y) 
= M(Az,7) AAr,y) A Ay ,7T) + (Ay,y) 
= |4|?(Ar,z) 十 2ReXCAy,zr) + (Ay,y). 
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令 A 二 tCAy,z)|(Azr,y)|-，, 其 中 :ER 代入 上 式 得 到 (注意 到 |(Ay,z)| = 
[CAz,y)| ,从 而 [Al? = 站) 
P(Ar,z) 2Ar,y)|+ (Ay,y) = 0. 
上 式 对 任意 1ER 成立 .因此 |(Axr,y)|? 入 (Ax ,zx)(Ay,y). 
(5) 由 于 {B,} 是 单调 增加 的 ，, 因此 对 任意 xzE 日 , {(B,z ,zx)} 是 单调 增加 的 数 
列 ,， 并 且 (B,z ,x) 过 上 B, xz 志 Mz. 因此 {(B,z,z)} 收 化 ,从 而 是 Cauchy 数 
列 , 对 任意 正 整 数 mr 和 nn,， 利用 式 (4.3,5) 和 Schwarz 不 等 式 得 到 


Bx — Br = |((B,— B)zx, (B, — B,)x)|’ 
|((B,—B,)zr,z)||((B, — B,)’r, (B, — B,)x)| 


lB, — Bl lz lB, ~ B,)xr,z)| 

< (M:N zl CBsz ,x) — (Bz ,zr). 
这 表明 {B,z} 是 Cauchy 序 列 , 从 而 limB,z 存在 . 令 Bz = limB,zx(zE HH). 根据 推论 
2.2.2,， BE BC(H), 并 且 B1 < lmlBle<™. 对 任意 zx,y6E 五 ,我们 有 

(Br ,y) 一 lim(B,x ,y) = lim(z,B,y) = (zx,By), 
(Br ,7x) = lim(B,r ,7) > 0. 
因此 8 是正 算 子 . 大 
定理 4.3.6 设 A 是 五 上 的 正 算 子 . 则 存在 唯一 的 正 算 子 T, 使 得 了 T? = A. 并 


且 对 任意 BEB(H), 车 AB = B4, 则 TB = BT. 称 工 为 4 的 正平 方 根 , 记 为 At， 
证 明 不 防 设 | 4Ajl < 1( 否 则 选取 > 0 充分 小 , 用 aA 代替 A). 则 0 过 1 一 4 去 
1, 并 且 I11 一 A 之 1. 令 


St 一 寺 (1 一 A), Sm = (1 A+SD), n= 1,2,. 


直接 看 出 每 个 S, 是 1 一 A 的 正 系数 多 项 式 , 由 定理 4.3.5 知道 每 个 S, 是 正 算 子 , 并 
且 So 一 SS 显然 Si 碾 1. 设 jS,l 志 1, 则 


lsml= 译 11 一 A+St1 才 六 1 一 Al+IS. PF)<1. 


这 就 归纳 地 证 明了 || S, 中 过 1Cx = 1, 2,…). 显然 S, 一 S, 是 1 一 A 的 正 系数 多 项 式 . 
假设 S, 一 S, 1 是 1 一 A 的 正 系数 多 项 式 . 由 于 

Sn 一 S, = 去 (S, 十 Su1)(S, ~—S,1)， 
故 St 一 S, 仍然 是 1 一 A 的 正 系数 多 项 式 . 这 就 归纳 地 证 明了 S, 衬 S, (x 二 1, 2,…). 
根据 定理 4.3.5, 存在 正 算 子 S, 使 得 Sx = limS,zCzE ED) ,并 且 | S|| < 1. 对 任意 
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(Sir ,x) = (SuzySiz) — (Sr ,Sr) = (Sr,7z). 
因此 Siz -> Sx. 在 等 式 Suz 二 方 (1 一 A 十 5;)z 两 端 令 n 一 oo 得 到 
Sr = 方 (1 一 A+S’)z. 


于 是 S= 方 (1 一 A+S?)， 从 而 A= (1 一 9)*. 令 T=1 一 S, 则 工 是 正 算 子 , 并 且 
T° 二 A. 若 BEB(H), 并 且 AB 二 BA, 则 S,B = BS,(2 三 1). 于 是 SB = BS, 从 
而 TB = BT. 存在 性 得 证 . 

再 证 明 唯 一 性 . 设 另 有 正 算 子 Ti, 使 得 Ti = 二 A. 则 TA 二 TT? = TIT = 
AT 从 而 TT, = 区 TT. 对 任意 xzEH, 令 y=(T 一 了 T)z. 则 

(Ty,yy) + (Tiyyy) = (T+ Ty,y) = (T+ T)(T— Ti)zx,y) 
= ((T:— Ti)r,y) = 0. 
因为 (Ty,y) 宇 0, (Ty1y) 宇 0, 故 (Ty,y) = (Tiy,y) 二 0. 于 是 
(Ti¥y, Ty) = (Ty,y) = 0. 
因此 Tiy 一 0, 从 而 Ty = T3 (TY+y) 二 0. 类 似 地 , Ty = 0. 于 是 对 任意 xzE HH， 
ITr— Tz = (TT)zr,7z) = ((T— Ti)y,z) = 0. 

这 表明 工 = 工 . 唯一 性 得 证 .图 

推论 4.3.7 设 A 和 B 是 玉 上 的 正 算 子 . 车 AB = BA, 则 AB 宇 0. 

证 明 ”由 于 AB = BA, 根据 定理 4.3.6, 有 At 一 BAY. 于 是 对 任意 zxE 刀 ,有 

(CABzr,z) = (4 三 Br ,Atzr) = (BAizr,Aiz) > 0. 

因此 AB 之 0. 国 

4.3.3 ” 紧 算 子 的 谱 分 解 


下 面 我 们 考虑 紧 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定 理 . 先 看 看 有 限 维 空间 的 情形 . 在 线性 代 
数 中 我 们 知道 , 若 五 是 ， 维 复 欧 氏 空间 , A 是 日 上 的 自 伴 算 子 , 则 必 存 在 互 的 一 组 
规范 正 交 基 e ，e;,…,e,， 使 得 每 个 e 都 是 A 的 特征 向 量 ， 即 
Lei; = Aei, 1 一 1,2……7. 
其 中 4; 都 是 实数 . 这 相当 于 一 个 Hermite 和 矩阵 可 以 经 过 本 变换 后 成 为 对 角 和 矩阵 ， 
利用 自 伴 算 子 的 上 述 性 质 , 可 以 将 自 伴 算 子 表示 为 一 些 投 影 算 子 的 和 . 设 P; 是 
HH 到 由 e; 张 成 的 一 维 子 空间 的 投影 算 子 ， 即 


Px = ze 工 一 Drie: EH. 
i=1 


则 对 任意 < 一 》 zeie 已, 我 们 有 


泛 函 分 析 


148 


Ar 一 Sa = Rn = i 
了 一 i=1 i=1 
这 表明 
六 (4.3.6) 
i=1 


以 上 讨论 表明 , 在 有 限 维 空间 中 , 每 个 自 伴 算 子 可 以 表示 为 式 (4.3.6) 的 形式 . 
下 面 我 们 证 明 对 于 无 限 维 Hilbert 空间 的 紧 自 伴 算 子 , 也 可 以 作 这 样 的 分 解 . 为 此 ， 


先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 4.3.8 ” 设 A 是 日 上 的 紧 自 伴 算 子 . 则 Al 和 一 Al 中 至 少 有 一 个 是 A 的 
特征 值 . 


证 明 车 A 二 0, 结论 显然 成 立 . 设 A 闫 0, 则 | 上 Al 冯 0. 既然 A 是 自 伴 的 , 根 
据 定理 3.4.9, 我 们 有 
lAl= svpl(Az,7)| = max{|m|, IM|}. 


其 中 mw 和 2M 如 式 (4.3.4) 所 定义 . 因此 上 A 和 一 Al 中 至 少 有 一 个 是 m 或 M. 结合 
定理 4.3.4 知道 , 1 Al 和 一 人 AI 中 至 少 有 一 个 是 A 的 谱 点 . 由 于 A 是 紧 算 子 , 根据 定 
理 4.2.4, A 的 非 零 谱 点 都 是 特征 值 , 因此 上 All 和 一 All 中 至 少 有 一 个 是 A 的 特征 值 . 
国 

定义 4.3.1 设 AEB(H), 碧 是 HH 的 闭 线 性 子 空间 . 若 A(E) CE( 即 对 任意 
IEE, 有 AxrEE), 则 称 玉 是 A 的 不 变 子 空间 . 若 玉 和 E+ 都 是 A 的 不 变 子 空间 , 则 
称 瓦 是 A 的 可 约 化 子 空间 . 

车 是 A 的 可 约 化 子 空间 , 则 对 任意 zxE€E 昌 , x+ 可 以 分 解 为 x = zi 十 ze(ziE 巨 ， 
xX: EE ). 于 是 Arz = Ar! 十 Ax;,. 由 于 Ari EE, Azxr, E Et, 若 令 Al 一 Als, 
A, = Alzl, 则 A1 EB(E), As EB(E1), 并 且 A= A 十 A;. 

引 理 4.3.9 设 A 是 及 上 的 自 伴 算 子 , 4 是 实数 . 则 NG 一 4A) 是 A 的 可 约 化 子 


证 明 设 zENGQ 一 4),， 则 4z = 二 ArEN( 一 A). 因此 NG 一 A) 是 A 的 不 变 

子 空间 . 设 yE N(4 一 A)1, 则 对 任意 xzEN(4 一 A), 我 们 有 
(zx,Ay) = (Ar,y) = A(zr,y) = 0. 

因此 AyENGQ 一 A)L 上 . 从 而 N (4 一 A)+ 也 是 A 的 不 变 子 空间 ,十 

定理 4.3.10 设 A 是 及 上 的 紧 自 伴 算 子 .{4,} 是 A 的 非 零 特征 值 的 全 体 ，| Nh | 
二 | 和 | 二 …,P, 是 电 到 相应 于 ^, 的 特征 子 空间 NN (2, 一 A) 的 投影 算 子 . 则 { P, } 是 
两 两 正 交 的 , 并 且 

A= 21.P.. (4.3.7) 


其 中 级 数 是 按 算 子 范 数 收敛 意义 下 收敛 于 A. 
证 明 不 妨 设 A 关 0. 由 引 理 4.3.8 知道 , 存在 A 的 非 零 特征 值 41, 使 得 | 和 .| == 
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Al. 令 EE = NG 一 A). 

令 Hl = Et. 根据 引 理 4.3.9,，H' 是 A 的 不 变 子 空间 . 令 Al = Am， 显 然 A 
是 忆 上 的 紧 自 伴 算 子 . 车 Al 关 0, 由 引 理 4.3.8 知 道 , 存在 Ai 的 非 零 特 征 值 %。，, 使 得 
Il = 和 AI 一 人 |. 若 为 二 入 ; 则 NC 一 A1) C NO 一 A). 另 一 方面 ， 

Nhs — A)CH,= NC — A). 

于 是 NG(hs 一 A1l) = {0). 这 与 NG 一 Al) 闯 {0} 矛盾 . 因此 和 关 4。. 从 而 | 和] > 
| 和 |. 显然 也 是 A 的 特征 值 . 令 Es = NG4s 一 A). 

令 H; 一 (CE 加 EE,)+, A: 一 A|n,. 这 样 一 直 作 下 去 . 若 对 任意 nn, A, 隆 0, 则 
得 到 A 的 非 零 特征 值 的 序列 {4, }, 使 得 : 

(1) | 1>> 4 >> 

(2) E, = NG — A), [hn |= A, ll. 
由 于 (1), 存在 a 宇 0 使 得 | 加 |->a, 我 们 证 明 a 二 0. 对 每 个 n, 取 eEEE, 使 得 | e, | = 1 
由 于 A 是 紧 的 ,存在 子 列 {ew } 使 得 {Ae, } 是 Cauchy 序列 . 由 于 当 n 关 m 时 e, | e,， 
因此 

| Ae,, — Ae,, ll: = A es 一 和 wew lB = ,+ hl? 2 2a7, 

这 说 明 a== 0. 现在 证 明 式 (4.3.7). 令 忆 ,= Pr (2 一 1，2,…). 由 定理 4.3.3(3) 知道 
互 ，E;,… 彼此 正 交 ,因此 P; ，P; ,… 彼此 正 交 , 于 是 当 zxEE(k 二 1,…,n) 时 


(A— DNPi)r = Ar—ir = 0. (4.3.8) 
k=1 


于 是 当 zEE OEO…@E 时 , (A— PhP)z =—0. 着 zE(E OE OOE), 


则 Piz 二 0 二 1,2,…,n). 此 时 (A 一 SP, )z 一 Ar. 因为 (有 图 肪 田 … 四 已)! 是 人 
人 一 1 
的 可 约 化 子 空间 , 因此 
1A— DAPil= |All ero.05t | = |All = 1A |—> 0. 


故此 时 式 (4.3.7) 成 立 . 
车 存在 某 个 n 使 得 A， = 0， 则 当 XE(E, OE 由 2 全 E,)+ 时 ， Ar = Ax =0, 


但 式 (4.3.8) 表明 当 zEE GE; @@… 四 EE, 时 , hr 二 APsz. 从 而 对 任意 ze 月 


有 Az 二 2》)APiz. 这 说 明 此 时 式 (4.3.7) 也 成 立 ， 至 此 定理 证 毕 ， 图 
. kl 


推论 4.3.11 设 4 是 互 上 的 紧 自 伴 算 子 . 则 存在 有 限 或 无 穷 的 非 零 实数 序列 
(4,}，|| 宇 [|| 宇 …, 阁 (4,) 是 无 穷 序 列 , 则 4, ->0, 和 相应 的 规范 正 交 序 列 {6 }， 
使 得 对 任意 zxE 互 有 


Ax = 3 


nml 
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证 明 沿用 定理 4.3.10 中 的 记号 . 由 于 A 是 自 伴 的 , 因此 每 个 4, 是 实数 . 在 定 
理 4.3.10 的 证 明 中 已 经 证 明 , 若 {%,} 是 无 限 集 , 则 *, > 0. 由 定理 4.2.4 知道 , 每 个 
, 的 特征 向 量 空间 是 有 限 维 的 . 设 e”，eJ”,…,el? 是 NG 一 4) 的 规范 正 交 基 ， 
{e,} 是 所 有 N (4, 一 A) 的 规范 正 交 基 的 全 体 . 对 任意 xE 日 , 由 § 3.2 中 例 1 知道 


二 二 二 Dl ze ye 于 是 利用 式 (4.3.7) 我 们 有 


入 oo 
4Az = > 1,P,z = > Dlr et" = 2 zr). 国 


注意 在 推论 4.3.11 中 的 {4, } 可 能 有 重复 的 . 每 个 4, 的 重复 次 数 等 于 相应 的 特征 
子 空间 的 维 数 . 


§ 4.4 自 伴 算 子 的 谱 分 解 


4.4.1 ”谱系 与 谱 积分 


本 节 总 是 设 互 是 复 Hilbert 空间 . 

在 $ 4. 3 中 我 们 已 经 提 到 , 若 A 是 n 维 复 欧 氏 空 间 上 的 自 伴 算 子 , 则 存在 彼此 
正 交 的 投影 了 ，P2 ，…， 卫 。， 使 得 

A 一 Dp.. (4.4.1) 

此 外 ,还 成 立 > P, 一 1. 

一 般 说 来 ， 在 无 限 维 空间 中 , 情况 要 复杂 得 多 . 虽然 在 $ 4. 3 中 我 们 已 经 证 明 ， 
对 于 Hilbert 空 间 上 的 紧 自 伴 算 子 , 可 以 将 其 分 解 为 一 列 投影 算 子 的 级 数 和 , 但 是 我 
们 不 能 指望 一 般 的 自 伴 算 子 也 可 以 表示 为 投影 算 子 的 级 数 和 . 因为 若 A 能 表示 为 


A= > P, 这 种 级 数 和 的 形式 , 则 A 有 特征 值 (实际 上 每 个 4, 都 是 A 的 特征 值 ). 


但 是 确实 有 些 自 伴 算 子 没有 特征 值 (参见 习题 4 中 第 31 题 ) 虽然 如 此 , 对 于 无 限 维 
空间 上 的 自 伴 算 子 还 是 有 一 个 类 似 的 表达 式 . 不 过 形式 上 更 复杂 一 些 , 就 是 级 数 和 
要 用 积分 代替 . 本 节 的 主要 结果 是 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定 理 . 该 定理 表明 每 个 自 伴 算 
子 可 以 表示 为 关于 一 族 投影 算 子 的 谱 积分 . 

定义 4.4.1 设 {: 4E( 一 co， oo)) 是 电 上 的 一 族 投影 算 子 . 如 果 {E} 满 足 

(1) 单调 性 : 当 A 二 4 时 , EE 过 EE,; 

(2) 右 连续 性 : 对 任意 € (一 co， 00), lim Ex = Ez (rE€H); 


(3) 存在 区 间 [a,65]， 使 得 当 4 二 a 时， 下 一 0， 当 4 宇 5b 时， E: 一 es 
则 称 {E} 是 La,5] 上 的 谱系 . 
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例 1 设 {Pi} 是 及 上 的 一 列 两 两 正 交 的 投影 算 子 ， DP=1. 又 设 {4;} 是 一 列 
实数 ,ea 过 和 过 六 令 轧 = 2》)Pi( 当 {i: 志和 = 二 多时 , 令 瑟 = 二 0). 则 {EE ) 是 [a,5] 
aA 
上 的 谱系 . 
事实 上 ,由 于 FE; 是 有 限 个 或 一 列 两 两 正 交 的 投影 算 子 的 和 ， 根据 定理 3.2.10， 
每 个 E, 是 投影 算 子 . 我 们 验证 {E; } 满 足 定义 4.4.1 中 的 条 件 . 
(1) 当 4 宇 4 时 


E= DP;= DPi+ DP.. (4.4.2) 


< 太志 上 pA EA 
由 于 》) Pi 三 0, 故 及 二 已 . 
pA A 


(2) 当 4 二 时 , 对 任意 xEH， 


[Ez — Exif = 


2 rz) = Dpap< DIPap, C4.4.3) 


hEA ie i=my 

其 中 mo = inf{i; io 过 4 过)( 约 定 infZ = 十 co). 容易 知道 当 ) -> ) 十 0 时 ， 

ma 一 十 co. 由 于 {P,} 的 正 交 性 , 我 们 有 > ,| Piz 虹 入 1 zl 一 ce( 参 见 $ 3.2 中 的 式 
i=1 

(3.2.5)). 因此 由 式 (4.4.3) 得 到 


lim, Er —E, zh < ,lim, 3) IPzlF = 0. 
即 lim Ex = Ex. 

(3) 由 E, 的 定义 知道 ， 当 A 二 a 人 时， E, 一 0， 当 4 宇 5 时 ， E, = 1]. 这 就 证 明了 
{EE} 是 [a,65] 上 的 谱系 . 

例 2 对 每 个 实数 4, 在 L:[a,5b] 上 定义 算 子 

(Ex) (zt) = Xm, J Ct x(t), xXE€EL’[a,b], 

其 中 Xx._,n(t) 是 区 间 ( 一 oo, 4] 的 特征 函数 . 我 们 证 明 {E;}) 是 一 个 谱系 . 显然 
有 一 瓦 . 对 任意 z,yE€EL’[a,b]， 


b b i 
(Ex,y) = | Xo, IE TE) y(t) dt = | Z(t) Xm, yD YD dt = (zr, Ey). 


故 E 是 自 伴 的 ,从 而 包 是 投影 算 子 . 

(1) 当 A 之 /时 ,可 FEoz = XX nT = XT = Er, 故 EE,=E,. 由 
定理 3.2.8 知道 E 三 已. 

(2) 由 积分 的 绝对 连续 性 , 我 们 有 


- - b 
,im Ex—E xl = a ln [xc 1 (2) — Xe, (tt |r) ?dt 
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A 
= li i zol2dt = 0. 
AM0+O 


故 ,lim,Eiz 一 Buz 因此 { 忆 } 是 有 连续 的 ， 


(3) 由 瓦 的 定义 知道 , 作为 [a,8] 上 的 算 子 , 当 人 一 “时 ,及 一 0, 当 人 之? 时 ， 
E 一 1. 因此 条 件 (3) 满足 . 

这 样 就 证 明了 {EE} 是 [a,5] 上 的 谱系 . 

定理 4.4.1 设 { 瑟 } 是 [a,5] 上 的 谱系 . 则 : 

《1) 记 A= (a,8], E, = Es — E,, 则 五 。 是 投影 算 子 . 

(2) 车 A1，As 是 如 (1) 中 的 半 开 区 间 , Ai 门 A; = 名 ， 则 Es Es = 0. 

(3) 对 任意 zx,yE 日 , 令 aj,y(4) 二 (Er,y), 则 a,,,(4) 是 [a,5] 上 的 ( 复 值 ) 有 


界 变 差 函 数 . 并 且 VCas,) 过 上 zy 


证 明 ”由 于 {EE} 是 单调 递增 的 , 当 a 三 8 时 ,Es Ep 一 Ea E。 一 E。. 利用 这 个 等 
式 容易 验证 (1) 和 (2) 成 立 . 下 面 证 明 (3). 设 a 二 二 丸 二 … 二 加 二 5 是 [4a, 四 的 一 
个 分 割 . 记 Ax = (My， A](& 二 1,2,…). 根据 (1) 和 (2) 的 结论 , 每 个 E。 是 投影 
算 子 , 并 且 Es Es。 = 0(i 了 关门 . 于 是 


DEsz = | Es 
k=1 二 二 1 


| = lar. 
因此 


DassQ) mar Qn)|= DEsr,y)|= 2 (Ex, Easy)| 
k=1 k==1 k=]1 
< 2) HE,z Ey 
k=1 
a 二/ aa 到 
< (PUEzEF) (DUE) 
k=1 £=]1 
= zlllly ll. 


这 表明 a.., 2) 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 西数 . 并 且 VCas,) 过 Hzly i 上 
定理 4.4.2 设 { 已 ) 是 [a,5b] 上 的 谱系 ， fECLa,b]. 则 存在 唯一 的 TEB(CD)， 使 得 


(Tr,y) = [Fax,y) (zy EH), (4.4.4) 


并 且 ITI< Il， 其 中 | fdCEz ,y) 是 了 () 关于 ac (1 的 Ricman 和 各 和 
证 明 根据 定理 4.4.1, a,,(2) 一 (Ez,y) 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函数 ,并且 


Ve.,,) 过 由 zlllly 1 因此 f(4) 关于 a,,,(4) 是 Riemann-Stieljes 可 积 的 ， 从 而 式 
(4.4.4) 右 端 的 积分 是 有 意义 的 . 令 
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5 
re | fd A Core Hy 


则 g(xz,y) 是 有 上 的 双 线 性 泛 函 . 根据 引 理 2.6.6( 该 引 理 对 复 值 函数 也 成 立 )， 对 任 
意 x,y€E 日 , 有 


b 五 
lz 一 | fd < max lf OV ess) < LF zy ,4.4.5) 


这 表明 p(xz,y) 是 有 界 的 , 并 且 jloj 过 上 f 咱 由 定理 3.4.3, 存在 唯一 的 TE B(H)， 
IT = llgl 二 fH, 使 得 g(x,y) 一 (Try)(CzyyE 五 )， 即 式 (4.4.4) 成 立国 
定义 4.4.2 ”定理 4.4.2 中 的 工 称 为 FA) 关于 谱系 {Ei} 的 谱 积 分 , 记 为 


6 
T= | fdE,. 


定理 4.4.3 ” 设 { 瑟 } 是 [a,5] 上 的 谱系 , f,g€ECLa,5j. 则 : 
(1) 线性 性 : 若 a,B EK, 则 


[caf + Be)dE, = a[ fd, 十 1 gdE,. 


(2) 压缩 性 : | | 7aE， 


吕 Il 
(3) Hermite 性 ， (| fdE, ) =| FdE,. 


特别 地 , 若 了 是 实 值 的 ， 则 | fdE, 是 自 伴 算 子 . 
(4) 连续 性 : 若 { 了,} CCLa,b], lf;— fl—0, 则 


fas, -| fdE, |=- 0 (n— o0). 
(5) 可 交换 性 : | fdE, 与 | gdE, 可 交换 , 并且 
[ fgdk, = k fdE, [gaE,. 
证 明 (1) 由 谱 积 分 的 定义 直接 得 到 . 
(2) 由 式 (4.4.5) 知道 Ipl < Wl 因此 TH 一 pl< WA 此 加 | 太 raz < wt 


b 本 
(3) 记 工 一 | fdE, S= | 了 dE,. 则 对 任意 z,yE HH, 我 们 有 
TR 
CT CITY = | Piva Ey ya) 
a 
=|7 FDd Ey | Fd Er yy) = (Sr,y). 


这 表明 六 = S, 即 (| fdE.) = [7aE. 


和 


(4) 利用 结论 (1) 和 (2) 得 到 
free frag) = nae |< oon ~). 
(5) 先 设 和 & 都 是 阶梯 函数 . 不妨 设 
f0) = Da eC), gCA) = Poersse Oa), 
其 中 4a = 和 过 a 二 … 本 5 是 La,6] 的 一 个 分 由 于 对 任意 xz,y€EH， 
(fa )z ,3)= dBizy = (Ezy) — (Es, x13) 
a 


因此 | ” dB = EE 一 E,,，. 利用 上 述 性 质 (1) 得 到 


b ai 本 

fag = DS dB = Pag (4.4.6) 
iml “1 i=1 
5b 可 a 部 

| gap. = PD dE = PoE, (4.4.7) 
加 i=l * 1 i=l 


其 中 Be sad mS E. 一 五 由 定理 4.4.1， Ba, 8 是 投影 算 子 ， 并 且 
Ec, ,nNEo, ,0 一 0 (i#). 
利用 式 (4.4.6)、 式 (4.4.7) 两 式 得 到 
| fedE, 一 2 aibidE, i > 3 


is=1 


ok ( > ( Pago,,, | Nes | ra | sea. 
4 一 1 加 of 


这 表明 当 f 和 g 都 是 阶梯 函数 时 , 结论 成 立 . 对 任意 F,gEC[a, 羽 , 存在 阶梯 函数 列 
{ 记 } 和 {g,), 使 得 |f, 一 fi 一 0, ig, 一 gl 一 0. 则 Ag 一声 上 -> 0. 由 上 述 结论 
(4) 得 到 


| fgaE, = lim I sg&adE; = im 人 | fudE [gaE,) 
[4 6b b 6 
= lim [fdE, lim ea 三 | raz gag,. 


由 于 /与 g 可 交换 , 故 | fdE, 与 | gdE, 可 交换 .图 

注 1 设 { 瓦 } 是 [a,b] 上 的 谱系 .如 果 对 任意 zEH, 记 a0) = (Ez,zx). 则 
as:(4) 是 [a,5] 上 的 单调 增加 的 实 值 函数 .因此 a.(4) 可 以 在 Borel 可 测 空 间 
([a,6], BLa,b])) 上 导出 一 个 有 限 的 测度 (Lebesgue-Stieljes 测 度 )， 记 为 4,.. 由 极 
化 恒等式 , 我 们 有 
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C= IT[(E(z+»), ZE yr y+ 
i(Ei (ziy), z+iy) —i(E(r—iy), cr—iy)] 


至 [arts 02) 一 xD + iasy 0) 一 ie CX) 1. 


俏 


1 . 
Hzr'y 一 4 (Lrty 一 Pr-y 证 lHrtiy 一 lHriy )， 


则 ws,, 是 ([a, 妇 ， 急 ([a,O)) 上 的 复 值 广义 测度 , 称 为 由 a.,,(2) 导出 的 测度 . 若 
(CA) 是 [a,6] 上 的 有 界 Borel 可 测 函 数 , 则 f(X4) 在 La,b] 上 关于 py,, 是 可 积 的 ,，f(4) 


在 [a,8j] 上 关于 py,,, 的 积分 记 为 | f dCEr ,y)， 该 积分 称 为 Lebesgue-Stieljes 积 


分 ,车 在 定理 4.4.2 和 定理 4.4.3 中 将 f 换 为 La,5j] 上 的 有 界 Borel 可 测 函 数 , 将 | 
换 为 |Fll。.， 则 相应 的 结论 仍然 成 立 ， 


4.4.2 ” 自 伴 算 子 的 谱 分 解 


设 A 是 H 上 的 自 伴 算 子 , 则 A? 是 正 算 子 . 记 |A| = (A)i. 显然 若 A 宇 0, 则 
|4|= 4. 车 A<0, 则 |A|= 一 A. 再 令 


At 一 去 (|A|+A), A- 一 去 (|A| 一 A). 


则 A = A+ 一 A-, |A|= A++A-. 

定理 4.4.4 设 A 是 电 上 的 自 伴 算 子 . P+ 和 -分 别 是 五 到 NGC4A+) 和 NA-) 
的 投影 算 子 . 则 : 

(1) 车 A 与 TE BCH) 可 交换 , 则 |4|，A+，A- 都 与 工 可 交换 . 

(2) 若 A 与 自 伴 算 子 S 可 交换 , 则 P+,，P- 都 与 S 可 交换 . 

(3) 成 立 以 下 等 式 


AtA -= A A+= 0. (4.4.8) 
APr = A-P- -=0, (4.4.9) 
A'P- =At, A-P+t = A. (4.4.10) 
AP+ 一 一 4 , AP -= At. (4.4.11) 


(4) |A|， A+ ,A- 都 是 正 算 子 , 并且 A+ A, A- 宇 一 A. 

证 明 (1) 由 于 AT = TA, 故 AYT= TA?*. 根据 定理 4.3.6，|A| 与 工 可 交换 ， 
从 而 4 ，4- 都 与 工 可 交换 . 

(2) 由 于 4S = S4, 由 上 述 (1) 的 结果 有 4+S = S4+. 对 任意 zE 互 , 由 于 
Ptx€EN(A+), 故 AtSPtz 二 SA+Ptzx 二 0, 从 而 SP+zENCA+) 二 R(P+). 这 表明 
R(SP+) CR(P+), 因而 P+SP+ 一 SP+. 于 是 


0 


P+S= (SP+)" = (P+tSP+)* ~ P+SP+ 一 SP+. 

这 就 证 明了 Pf 与 S 可 交换 . 类 似 地 可 以 证 明 已 与 S 可 交换 . 

(3) 由 结论 (1) 知道 |A| 与 4 可 交换 . 直接 计算 知道 A+ A-= 4A- A+ 二 0. 因此 式 
(4.4.8) 成 立 . 

对 任意 XE 日 , Ptr€EN(A+), 因此 AtPtz = 0, 这 表明 A+P+ = 0. 类 似 地 可 以 
证 明 A-P- = 二 0. 因此 式 (4.4.9) 成 立 . 

对 任意 xz€E 晶 , 由 式 (4.4.8), A- Atz 一 0. 因此 Atxr€E N(A-) = RC(P-), 因而 
PAtz 二 Atx. 这 表明 PA+ 二 A+， 于 是 

A+P-= (PA+t)* = (A+)" = At. 
类 似 地 可 以 证 明 A-P+ = A-. 因此 式 (4.4.9) 得 证 . 再 利用 式 (4.4.9) 和 式 (4.4.10) 得 
到 
AP+ = (A+— A-)P+ =—— A-P+ 一 一 4-， 
AP-= (A+~— A-)P-= A+P-= A+. 

(4) 由 定义 即 知 |A| 宇 0. 由 于 4 与 |4| 可 交换 , 由 结论 (2) 知道 P- 与 |4| 可 交 

换 . 利用 推论 4.3.7 知道 |]A1P- 三 0. 利用 式 (4.4.9) 和 式 (4.4.10), 得 到 
A+= A+P-= (A++ A-)P-= |A|P->0., 
类 似 地 可 以 证 明 A- 宇 0. 最 后 
A: 一 A 二 A- 宇 0, A-= (一 A)+ 宇 -A， 国 

下 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结果 ， 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定 理 . 

定理 4.4.5 《〈 谱 分 解 定理 ) 设 工 是 五 上 的 自 伴 算 子 ,mm 和 M 如 式 (4.3.3) 所 定 
义 . 则 存在 [mAW] 上 的 谱系 {E,}, 使 得 


M 
r=| AdE,. (4.4.12) 


其 中 | 2dE, 表示 | ”4dE,Ce > 0). 

证 明 车 m= 二 M，, 则 由 xm 和 M 的 定义 容易 推出 工 = mI、 此 时 令 
0, A<m, 
上 A 宇 m. 


容易 验证 {E, } 是 谱系 , 并 且 式 (4.4.12) 成 立 . 
现在 设 m 二 M. 对 任意 4ER'!, 记 A 一 T 一 4, Pt 是 日 到 N(A+) 的 投影 算 子 . 


4 三 


令 
0, A 二 m, 
B=4Pit,m 人 AM, 
1， A 全 mr. 
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我 们 验证 {E} 是 [m,M] 上 的 谱系 ， 先 验证 {E} 是 单调 增加 的 . 为 此 只 需 证 明 当 
4X, LELm,MD ,去 /时 , 已 去 已 . 利用 定理 4.4.4 中 的 (3) 和 (4) 得 到 
AtAt — AtAt = At(At — At) = Ai(At+ — At++ A;) 
= At(At — A,) > At(A,— A,) 
= (uy— WA: = 0. 
因此 对 任意 xzEH， 
(AiAfzyz) 三 (AiAtzyz) = Atz bE. 
这 推出 若 Atz = 0, 则 Atz 一 0, 从 而 NCA1) C NCA#). 此 即 RCE,) CR(E,). 
此 EE; 过 EE,. 
再 证 明 右 连续 性 .只 和 需 证 明 当 4€[m,M), hy44 时 , Ex 一 Er(r€EH). 记 
也, 二 E 一 蕊 ， 则 {B,}) 是 单调 下 降 的 正 算 子 . 与 单调 上 升 的 情形 类 似 ( 参 见 定理 
4.3.5(5) 的 证 明 ), 可 以 证 明 对 任意 z€E 及， Bx = limB,z 存在 , 并 且 BE B(H). 我 
们 证 明 B = 0. | 
由 于 及 之 E， 因 此 EE， = EE 二 及 .于 是 
EB,=E(E—E)=E—E= 8B,. (4.4.13) 
由 于 A 与 A; 可 交换 , 由 定理 4.4.4(2) 知道 EE 与 A; 可 交换 . 再 由 定理 4.4.4(1) 知 
道 EE 与 A 可 交换 , 由 推论 4.3.7 知道 AiE， 宇 0. 类 似 地 , A7 (1 一 瓦 ) 三 0. 利用 
式 (4.4.13) 和 式 (4.4.11) 得 到 
AiB, = AE (Es, —E) = AE;, — AEE;, 


= (Ai+Ar)E = AtE;, 宇 0 (4.4.14) 
A,B, = A,E (E, —E) = A,E (一 已) 
=—A%(l—E)<0. (4.4.15) 
综合 式 (4.4.14) 和 式 (4.4.15) 得 到 | 
AB, < TB, < 4,B,. (4.4.16) 


令 n 一 co, 得 到 TB = 和 B. 因此 AB = (T 一 和 )B 二 0. 在 式 (4.4.13) 中 令 n 一 oo， 
得 到 EB = 0 于 是 利用 式 (4.4.11) 得 到 
AtB = (A;+Ai)B= AiB =— AEB = 0. 
这 表明 R(B) C N(At) 二 RC(E;). 从 而 B== EB ==0. 这 就 证 明了 {已 } 是 右 连续 的 ， 
从 而 { 瑟 } 是 [m,M] 上 的 谱系 . 
再 证 明 式 (4.4.12) 成 立 . 设 s> 0. 对 [m 一 e, MI] 的 任 一 分 割 
m—ée=h<h ,=M, 
由 式 (4.4.16) 知道 成 立 


A CE ek YR, 去 T(E, —E ) 二 Ai(E 一 五 站 


1 kl 
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将 上 式 求 和 , 注意 到 》\(E, 一 EE ) = Ew 一 一 1, 得 到 


DE 一 玉 STA DNCE, —E,,). 
k=1 3 


£=1 


因此 对 任意 z6E 瑟 


DA Bz 一 ( 瓦 zz)< (Tr) SC DNB ZZ) 一 (及 zyz)). 


kml k=1 


M 
在 上 式 中 令 |4| = max Ch 一 4) 一 0， 其 两 端的 极限 都 是 | ，Ad(Eiz,z)、 因 此 
M 
(Tz ,7x) 一 | Ad(FEx ,Xx), rxEH. 


由 算 子 的 极 化 恒等式 ,这 蕴含 对 任意 xz,yE 互 , 成 立 (Tz,y) = | Ad(Ez,y). 因此 


T= XdE,. 这 就 证 明了 式 (4.4.12) 成 立 ， 国 


定理 4.4.5 中 的 式 (4.4.12) 称 为 本 的 谱 分 解 ， 其 中 的 {E) 称 为 的 谱系 . 

车 plz) 是 一 多 项 式 ,， TE BCH), 在 4.1 中 我 们 已 经 定义 了 pCT). 若 工 是 自 
伴 算 子 , 利用 自 伴 算 子 的 谱 分 解 ， 我 们 可 以 对 连续 函数 f， 定义 有 界线 性 算 
子 f(D). 1 

定义 4.4.3 设 工 是 互 上 的 自 伴 算 子 , m 和 M 如 式 (4.3.3) 所 定义 , = 


[i 是 工 的 谱 分 解 . 对 任意 fECLm,M], 定义 


RAT 
f(T) = 上 = fdE,. 


称 映射 了 一 f(T 了) 为 关于 丁 的 算 子 演算 . 
由 定理 4.4.3 所 述 的 谱 积 分 的 性 质 , 立即 得 到 算 子 演算 有 如 下 性 质 : 
定理 4.4.6 设 T 是 及 上 的 自 伴 算 子 , m 和 M 如 式 (4.3.3) 所 定义 , f,g€ 
CLm,M]. 则 : 
(1) 线性 性 : 若 ,8 EK, 则 
(af 十 Bg)(T) = af(T) +Bg(T). 
(2) 压缩 性 : 外 FT 直入 Fl 
(3) Hermite 性: (f(T))" = f(T). 
特别 地 , 若是 实 值 的 , 则 f(T) 是 自 伴 算 子 . 
(4) 连续 性 : 若 {f,} C CLa,j, 中 fi, 一 了 一 0, 则 
1 CT) — fT) 0 (2 一 co)， 
(5) 可 交换 性 : f(T) 与 g(T) 可 交换 , 并 且 (fg)(T) = f(T)g(T). 
(6) 若 ff) 二 1, 则 了 (T=1 车 f02)=4, 则 f(TD= 工 
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证 明 结论 (1)~ (5) 就 是 定理 4.4.3 中 的 (1)~ (5) ,结论 (6) 是 显然 的 ， 国 
特别 地 , 若 Fi) = we 十 wt 十 … 十 ct 是 一 多 项 式 , 由 定理 4.4.6 的 结论 (1)，(5) 
和 (6) 得 到 f(T) = ao 十 wT 十 … 十 4a,T". 这 与 $4.1 中 定义 的 p(T) 是 一 致 的 . 
利用 算 子 演算 ,可 以 从 给 定 的 自 伴 算 子 工 构造 一 些 具有 特定 性 质 的 算 子 . 
例 3 设 工 是 瓦 上 的 自 伴 算 子 . 则 工 是 正 算 子 当 且 仅 当 c(CT) C Lo，co). 
证 明 设 工 是 正 算 子 ， 则 
m= inf{(Az,z), lzxl|| = 1} 0; 
根据 定理 4.3.4, oC(T)Cfm,M]C[0, ce). 反 过 来 , 设 o(T) CL0, co). 则 了 (24) = 
YXAECL[0, co). 令 S= f(T). 根据 定理 4.4.6 的 结论 (3), S 是 自 伴 算 子 . 由 于 
(Fa)) = 二 4， 由 定理 4.4.6 的 结论 (5) 和 (6)， 得 到 
S: = f(D)FOT) = (f(T)= TT. 
于 是 对 任意 rE 五 ， (Tr,x) = (Sx,7x) = (Sr ,Szx) 之 0. 因而 人 是 正 算 子 . [| 
例 4 设 工 是 瓦 上 的 自 伴 算 子 . 令 f(4) = @. 将 f(T) 记 为 er. 另 一 方面 , 由 
于 


LT" TI 
三 < 一 co， 


nl! n! 


HNgb 


六 一 


因此 算 子 每 级 数 3) 工 定义 了 一 个 有 界线 性 算 子 . 我 们 证 明 er 一 》) 工 -对 每 个 正 


整数 令 /,.0) 二 了》 告 - 则 所 0 在 [m,M] 上 一 致 收 化 于 PCD， 即 17 一 了 一 0. 


= 


根据 定理 4.4.6 的 结论 (4), ||f,(T) 一 f(T) 一 0. 即 


了 


_ 1i SS TR 
te es i Ta 


习 题 4 


以 下 设 XX 是 复 Banach 空间 . 

1. 设 A,BE B(X). 证 明 : 

(1) 1 一 AB 可 逆 当 且 仅 当 1 一 BA 可 道 . 

(2) 车 4A 关 0, 则 AEo(AB) 当 目 仅 当 MEcCBA). 

提示 : 车 1 一 AB 的 逆 为 C, 则 1 十 BCA 为 1 一 BA 的 逆 . 

2. 巨 是 X 的 线性 子 空间 , AEB(CE), AcEBCX), 并 且 广 是 4 的 延 拓 . 证明， 

(1) o,(A) Co,(A). 

(2) 对 任意 MEo(4A), 有 NG 一 A)C NOAA). 

3. 设 AEB(X), 4 是 A" 的 特征 值 , 证 明和 4 的 n 次 方 根 中 至 少 有 一 个 是 A 的 特 
征 值 . 


[Je 


4. 设 alt) 是 [a,6] 上 的 有 界 可 测 函 数 . 定义 
A: Li[a,b]— Lifa,b], (Ar)(t) = a(t)zr(t). 

证 明和 Eco(A) 当 且 仅 当 mEla(t) 一 4) 二 0. 

5. 设 AEB(X), 43, uyEp(A). 证 明 

RC(A) — R,(A) = (py— A)R,(A)R,(A). 

6. 设 AEB(X). 证 明 ,lim 1A—A) :|= 0. 

7. 设 AEB(X) 是 可 北 算 子 , 证 明 c(A- ) 一 {A 和! :EcocCA) ). 

8. 设 AEB(X). 证 明 o(A) = oA'*). 

提示 : 用 工 代 替 4 一 4, 只 需 证 明 工 可 道 当 且 仅 当 工 "可 逆 . 利用 逆 算 子 定理 和 
习题 2 中 第 57 题 的 结论 . 

9. 设 AEB(X), A? = A. 证 明 c(4A) C {0,1}). 车 进一步 A 关 0 或 1, 则 oCA) 
= {0,1}. 

10. 设 A,BEB(X). 证 明 r(AB) = rx(BA). 

11. 设 A,BEB(X), 并 且 AB = BA. 证 明 xr(AB) 之 rxr(A)r(B). 

12. 设 AEB(X), aEC, 上 是 正 整 数 . 证 明 

rlaA) = lalr(A), r(A*) = rr (A):. 


13. 设 AE BCX)， 每 级 数 > \auh。 的 收敛 半径 为 R. 证 明 ; 
(1) 若 r(A) 二 R, 则 级 数 1a,A" 绝对 收敛 


(2) 车 r(A) >R， 则 级 数 了 aA* 发 散 . 
提示 : R- 一 I lo 
14. 设 {4,} 是 有 界 数列 , 1 过 p 过 cc， 定义 算 子 
A: lr 1?, A(Czyze) = (NT sh Ts «oo), 
证 明 : (1) o,(A) = {4,). (2)o(A) = 1) 
15. 设 A:CLa,b] 一 CHa,bj, (Az)(t) ==a(t)zx(t), 其 中 a(t)ECta,b]. 证 


ofA) = {alt) :t€E[a,b])}. 
16. 设 A:CD0, 2x] 一 C[0, 27], (Az)() = exz(z). 证 明 oC4) = {4:|A|=1). 


17. 设 A:C[0,1] > C[0,1], (Az) (2) =[ zd 证 明 o(A) = ,olA) = {0). 
18. 设 A :12 一 1,A(Czi +X ，;"") 二 (oz js 证 明 A 是 紧 算 子 ， 并 且 


om(A) = 好 ,coCA) = {0}. 
19. 设 AEB(X), 并 且 存 在 正 整数 ” 使 得 A" 是 紧 算 子 . 证 明 c(A) 至 多 是 可 列 
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集 , 0 是 ocA) 唯一 可 能 的 聚 点 . 


20. 举 出 例子 AE BCX), 使 得 A 头 0, 但 llA" 人 F ~ 0. 

21. 设 K 是 CC 中 的 非 空 紧 集 . 证 明 存 在 AEB(2)， 使 得 rc(A) = KK. 
提示 : 设 {a;) 是 K 的 可 列 稠密 子 集 . 作出 一 个 A€E B(W)，, 使 得 {a;} C ol(A). 
以 下 设 HH 是 复 Hilbert 空间 . 

22. 设 A 是 及 上 的 正规 算 子 . 证 明 r(A) = 中 Al. 

23, 设 AEB(H), A = 一 4. 证 明 o(A) CiR， 

24. 设 A 是 互 上 的 正 算 子 . 证 明 1 十 A 可 道 . 

25. 设 A 是 互 上 的 自 伴 算 子 . 证 明 1 士 i4 可 逆 . 

26. 设 AEB(H)., 证 明 A 宇 0 当 且 仅 当 存在 TE BC(H), 使 得 A = 工 工 
27. 设 A,BEB(H), 0 过 A 之 B. 证明 A 过 B'?. 

28. 设 A 是 互 上 的 正 算 子 . 证 明 | A*| = A. 

29. 设 A 是 电 上 的 紧 自 伴 算 子 . 其 谱 分 解 为 


Ar 一 py ee 
其 中 {4,} 是 A 的 非 零 特征 值 , | | 宇 |4| 宇 …, {es}) 是 相应 的 特征 向 量 组 成 的 规范 正 
交 序 列 . 证 明 | 久 | = 中 All, 并 且 
Rl = suptl Ar :zle, ee rl = 1}) n= 1,2,.). 

30., 设 {4,) 是 有 界 实数 列 ， a 三 去 0. 在 上 定义 Alz sT2 °°) = (Nx ,As To 9 ). 

对 每 个 AER', 令 
E(x y XT2 °°) 一 (zl T2939""" Thy 0，…)， 

其 中 二 max{i :4 过 4}( 当 {i;h 志 A) = 二 名 时 邻 瑟 二 0)., 证 明 { 刁 } 是 La,o] 上 的 
谱系 . 并 且 A -| dE,. 

31. 设 A:L[a,6] 一 [a,5]，(Azx)(t) = tz(t). 证 明 : 

(1) A 是 自 伴 的 , 并且 o,(T) = 2 ,ol(T) = [a,6]. 

(2) 设 { 瓦 } 是 $4.4 例 2 中 定义 的 谱系 . 证 明 A 一 (adE. 


32. 设 A 是 互 上 的 自 伴 算 子 , cCA) C (0, oo). 证 明 存 在 TEB(H), 使 得 A = ee. 
证 明 f(A) 是 正 算 子 . 
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第 5 章 ” 拓扑 线性 空间 


拓扑 线性 空间 是 比 赋 范 空间 更 一 般 的 空间 . 与 赋 范 空间 一 样 , 在 拓扑 线性 空间 
中 既 有 线性 结构 ,又 有 拓扑 结构 , 而 且 这 两 种 结构 有 内 在 的 联系 . 与 赋 范 空间 不 同 ， 
拓扑 线性 空间 上 的 拓扑 不 一 定 可 以 由 一 个 范 数 导 出 . 研究 拓扑 线性 空间 的 意义 在 
于 , 一 方面 赋 范 空间 中 的 许多 结果 可 以 推广 到 拓扑 线性 空间 中 , 另 一 方面 确实 有 这 
样 一 些 空间 , 在 这 些 空间 上 自然 的 拓扑 不 能 由 一 个 范 数 导出 , 这 些 空间 不 能 纳 人 赋 
范 空间 的 理论 框架 内 . 因此 有 必要 研究 更 一 般 的 拓扑 线性 空间 的 理论 . 

在 这 一 章 中 我 们 简要 介绍 拓扑 线性 空间 的 一 些 基础 知识 . 当然 在 介绍 拓扑 线性 
空间 时 , 需要 一 些 点 集 拓扑 的 基础 知识 . 我 们 在 8$》5.1 中 列 出 了 一 些 基本 概念 . 读者 
可 以 在 拓扑 学 的 专门 教材 中 找到 更 详细 的 介绍 . 


85.1 拓扑 线性 空间 的 基本 概念 


5.1.1 拓扑 空间 的 基本 概念 


定义 拓扑 有 各 种 等 价 的 方法 . 在 距离 空间 中 , 我 们 是 先 定义 邻 域 , 再 定义 开 集 ， 
定义 拓扑 空间 也 可 以 采用 这 种 方法 . 但 是 也 可 以 直接 定义 开 集 , 然后 定义 邻 域 . 

定义 5.1.1 设 X 是 一 非 空 集 . 如 果 z 是 X 的 子 集 构成 的 集 族 , 满足 以 下 条 件 : 

(1) 好， XEr; 

(2) rz 中 的 任意 个 集 的 并 集 仍 属于 r; 

(3) rz 中 的 有 限 个 集 的 交集 仍 属于 r， 
则 称 r* 是 X 上 的 拓扑 . 称 二 元 组 合 (X,r) 为 拓扑 空间 . 称 r+ 中 的 集 为 开 集 . 

在 不 引起 混淆 的 情况 下 , 拓扑 空间 (X,7) 可 以 简写 为 X. 

定义 5.1.2 设 X 是 拓扑 空间 , x EX. 

(1) 车 口 是 包 含 x 的 开 集 ,， 则 称 U 为 z 的 邻 域 . 

(2) 工 的 邻 域 的 全 体 称 为 z 的 邻 域 系 ,， 记 为 %z). 

(3) 车 贸 (x) 是 %(z) 的 一 个 子 族 , 并 且 对 每 个 UE Ux), 存在 VE 名 (z), 使 得 
VCU, 则 称 多 (zx) 为 z 的 邻 域 基 . 

例 1 设 (X, d) 是 距离 空间 , r 是 按照 定义 1.4.1 中 的 方式 定义 的 开 集 的 全 体 ， 则 
xz 满足 定义 5.1.1 中 的 (1)~ (3), 这 个 拓扑 称 为 由 距离 导出 的 拓扑 . 因此 距离 空间 是 拓扑 
空间 ,如果 按照 这 里 的 方式 定义 邻 域 , 则 UCzr,s) 二 {y:d(y,r) 二 e} 也 是 工 的 邻 域 . 


第 5 章 拓扑 线性 空间 一 人 人 163 
这 种 邻 域 也 称 为 球形 邻 域 . 显然 B(x) = {U(x,e),e 二 0) 是 工 的 邻 域 基 . 此 外 
[D(z 译 )'n 一 1,2,…) 也 是 z 的 一 个 邻 域 基 ， 由 这 个 例子 知道 赋 范 空间 也 是 拓扑 
空间 . 

定义 5.1.3 设 X 是 拓扑 空间 , A C X. 

(1) 车 A° 是 开 集 , 则 称 A 是 闭 集 . 

(2) 包含 在 A 里 面 的 最 大 的 开 集 称 为 A 的 内 部 , 记 为 A". 

(3) 包含 A 的 最 小 闭 集 称 为 A 的 闭 包 , 记 为 

(4) 车 A 的 任 一 开 覆 盖 , 存在 有 限 的 子 覆盖 , 则 称 A 是 紧 的 . 

定理 1.4.5 在 拓扑 空间 中 仍然 成 立 . 

定义 5.1.4” 设 XX 是 拓扑 空间 . 若 对 任意 xz,yEX, xz 天 y， 存在 zx 的 邻 域 U, 和 
y 的 令 域 U,, 使 得 U. ni U, = 区 . 则 称 X 是 Hausdorff 空间 . 

设 I 是 一 半 序 集 . 车 对 任意 a,BET,， 存在 YE€EI, 使 得 a 过 7， 有 过 多 则 称 I 为 定 
向 集 . 设 了 是 一 定向 集 , X 为 一 拓扑 空间 , 从 1 到 XX 的 映射 cr~z。 称 为 X 中 的 一 个 网 ， 
记 为 {zo}ce. 

定义 5.1.5” 设 {zx.}oer 是 拓扑 空间 X 中 的 网 , zEX. 车 对 x 的 任 一 邻 域 V, 存 
在 BET, 使 得 当 a 宇 B 时 zx。 EV, 则 称 {zo} 收 敛 于 z, 记 为 zs 一 工 或 lim z。 Ez; 

显然 序列 {z, } 是 网 的 特殊 情形 . 在 一 般 的 拓扑 空间 中 ,收敛 的 网 的 极限 不 一 定 
是 唯一 的 . 但 是 在 Hausdorff 空间 中 ,收敛 的 网 的 极限 是 唯一 的 . 

我 们 知道 在 距离 空间 中 , 由 邻 域 描述 的 拓扑 概念 与 定理 可 以 利用 序列 给 予 等 价 
的 刻画 . 但 在 一 般 的 拓扑 空间 中 , 序列 要 用 网 来 代替 . 详细 的 讨论 这 里 从 略 . 

定义 5.1.6” 设 X, Y 是 拓扑 空间 , T:X ->Y 是 X 到 Y 的 映射 . 

(1) 设 zEX. 车 对 于 Tz 的 任 一 邻 域 V, 存在 z 的 邻 域 U, 使 得 TIU) CV, 则 
称 工 在 z 处 连续 . 

(2) 车工 在 X 上 的 每 一 点 处 连续 , 则 称 在 X 上 连续 . 

下 面 的 定理 5.1.1 可 以 与 在 距离 空间 中 一 样 地 证 明 . 

定理 5S.1.1 设 X,Y 是 拓扑 空间 , T:X 一 Y 是 X 到 Y 的 映射 . 则 工 在 X 上 连 
续 的 充 要 条 件 是 , 对 于 Y 中 的 任 一 开 集 A，T-:(A) 是 X 中 的 开 集 . 

定义 5.1.7 设 X,Y 是 拓扑 空间 . 若 存在 一 个 一 对 一 的 映 上 的 映射 工 :X-> Y, 使 
得 工 和 工 -: 都 是 连续 的 , 则 称 X 与 Y 是 同 胚 的 . 此 时 称 工 是 X 到 立 的 同 胚 映 射 . 


5.1.2 ”拓扑 线性 空间 的 定义 


在 本 章 中 将 频繁 地 使 用 下 面 的 记号 (实际 上 在 $ 1.2 中 已 经 引信). 设 XX 是 一 线 
性 空间 , 其 标量 域 为 K. 设 4,BCX, A4EK, 记 
A+B= (r+y:r€EA,yEB}), AA = {hr :rEA). 
特别 地 , 若 cEX, 记 
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a+A= {a+r:rEeA})},a—A= {a—r:rEA)}. 

定义 5.1.8 设 X 是 线性 空间 , r+ 是 X 上 的 拓扑 . 若 按照 拓扑 r: 

(1) X 上 的 每 个 单 点 集 {x) 是 闭 集 ; 

(2) X 上 的 加 法 和 数 乘 运算 是 连续 的 . 

则 称 rz 为 X 上 的 线性 拓扑 . 称 X 为 拓扑 线性 空间 ,， 记 为 (X,r) 或 简 记 为 X. 

注 1 在 拓扑 线性 空间 的 定义 中 , 有 的 作者 不 要 求 上 述 条 件 (1). 但 在 拓扑 线性 
空间 理论 中 , 许多 定理 需要 这 个 条 件 , 并 且 在 绝 大 多 数 的 应 用 场合 这 个 条 件 是 满足 
的 . 因此 加 上 这 个 条 件 是 合适 的 . : 

现在 给 出 定义 1.5.1 中 的 条 件 (2) 更 详细 的 描述 ， 所 谓 X 上 的 加 法 运算 连续 是 
指 , XXX 到 X 映射 (x,y) 一 工 二 > 是 连续 的 : 即 对 任意 zx,yEX, 对 十 y 的 任意 
邻 域 V, 存在 xz 的 邻 域 Vi 和 y 的 邻 域 V,, 使 得 

十 Vx CV. 

所 谓 X 上 的 数 乘 运 算 连 续 是 指 , KK xX X 到 X 映射 (a ,x) 一 ax 是 连续 的 : 对 任意 
a EK, rEX, 对 wz 的 任意 邻 域 w, 存在 6 盖 0 和 zz 的 邻 域 U, 使 得 当 |8 一 a| 二 5 时 
BUCV. 

设 X 是 线性 空间 ，X 上 的 距离 d 称 为 是 平移 不 变 的 , 若 对 任意 z,y,zEX 成 立 

dz 十 z，y 十 zx) 一 dzyy). 

定义 5.1.9 设 (X,r) 是 拓扑 线性 空间 . 

(1) 称 (X,r) 是 可 距离 化 的 , 车 拓扑 r+ 可 以 由 X 上 的 一 个 距离 d 导出 .此 时 称 


与 d 是 相 容 的 . 

(2) 称 (X,r) 是 F- 空间 , 若 拓扑 z 可 以 由 X 上 的 一 个 平移 不 变 距离 d 导出 , 并 
且 XX 关于 距离 d 是 完备 的 . 

(3) 称 (X,r) 是 可 赋 范 的 , 若 拓扑 = 可 以 由 X 上 的 一 个 范 数 小 1 导出 . 此 时 称 = 
与 小 外 是 相 容 的 . 


注 2 车 线性 空间 X 上 的 拓扑 是 由 一 个 距离 导出 的 , 则 加 法 和 数 乘 的 连续 等 价 
于 当 xz, 一 一 y 和 标量 序列 a, 一 a 时 , Zz, 十 ys 一文 十 y, Qnwzn ax. 

例 2 设 X 是 赋 范 空间 . 根据 定理 1.2.1, 当 zx, -> zy ~> y 和 标量 序列 a, -> a 时， 

Tr ys I 二 Ty ar, 一 ”CQ 并 ， < 

这 表明 X 上 的 加 法 和 数 乘 按照 由 范 数 导出 的 拓扑 r 是 连续 的 . 从 而 (X,r) 成 为 拓扑 
线性 空间 . 因此 赋 范 空间 是 拓扑 线性 空间 的 特例 . 

例 3 空间 L?[0,11(0 二 Pp 二 DD) 设 0 二 pp 二 1,L?[0,1] 是 在 [0,1] 上 上 p 次 方 
可 积 范 数 的 全 体 . 由 于 0 二 pp 二 1, 当 a,5 宇 0 时 

(a+b)? = a(atO) 4b (CaF Ca++b. (C5) 

由 此 知道 工 [0,1j 关于 加 法 和 数 乘 运算 是 封闭 的 ,因而 是 线性 空间 . 将 Le[o,1] 中 
两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 等 同 起 来 . 令 
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Elda [ [fC — godr, fgeEL?[0,1]. 
利用 式 (5.1.1) 推 导出 

d(f,g) dl(f,h)+ dlh,g), frgrhEL?[0,1]. 
因此 4d 是 L*[0,1] 上 的 距离 . 显然 a 是 平移 不 变 的 . 于 是 L*[0,1] 成 为 距离 空间 . 设 
太一 fg 一 8g 则 当 n 一 0 时 ， 

dfrt ens f+t8) = | ft ~—f— sldr 
< lt.— thdrt | le.— aldr—o. 


于 是 万 十 外 一 十 & 根据 上 述 注 2, 这 说 明 加 法 运算 关于 由 d 导 出 的 拓扑 + 是 连续 的 . 
类 似 地 可 以 证 明 数 乘 运算 也 是 连续 的 . 因此 L?[0,1j] 成 为 拓扑 线性 空间 . 与 p 宇 1 的 情 
形 一 样 可 以 证 明 工 [0,1] 是 完备 的 . 因此 L*[0,1] 是 下 - 空间 . 

例 4 设 CCR) 是 实数 集 R 上 的 连续 函数 的 全 体 所 成 的 线性 空间 . 令 


a | 人 — y(t) 
i re rs ey de es 


容易 证 明 d 是 C(R) 上 的 平移 不 变 距 离 . 但 CCR) 关于 由 d 导出 的 拓扑 + 不 是 拓扑 线性 
空间 . 事实 上 , 令 zx(D) == t,o, 一 二, 则 ,一 0. 若 数 乘 运算 是 连续 的 , 则 应 有 wz 一 
0:z 一 0. 但 是 当 一 co 时 

1 1 和 


i 
“1 十 二 上 :| 1 十 一 7 
n n 


lenz C2))| 
1 la,zx (tz) 


dl(a,x ,0) = sup 
ER 


这 说 明 数 乘 运算 不 是 连续 的 . 因此 C(R) 关于 拓扑 + 不 是 拓扑 线性 空间 . 
在 $ 5.2 中 将 给 出 更 多 的 拓扑 线性 空间 的 例子 . 
设 X 是 拓扑 线性 空间 . 对 每 个 cEX 和 标量 4 关 0, 平 移 算 子 T 和 数 乘 算 子 M， 
分 别 定义 为 
了 T.(z) 一 CC 十 z， M(x) = Air (rEX). 


定理 5.1.2 T,。 和 Mi 是 X 到 X 的 同 胚 映射 . 

证 明 ”显然 王 :和 一 X 是 一 对 一 的 映 上 的 . 由 拓扑 线性 空间 的 定义 ,加 法 运算 是 
连续 的 . 于 是 对 固定 的 a, 映射 T, :z~>a 十 过 关于 工 也 是 连续 的 . 由 于 Ti 一 了,, 故 
T 也 是 连续 的 . 这 就 证 明了 T 是 同 胚 映射 ., 类 似 地 可 以 证 明 M 是 同 胚 映射 ， 枚 

因为 同 胚 映射 将 开 集 映射 为 开 集 , 因此 得 到 如 下 推论 . 

推论 5.1.3 ” 设 (X,7) 是 拓扑 线性 空间 , A CC X. 则 : 

(1) 对 任意 eaEX, A 是 开 集 当 且 仅 当 a 十 A 是 开 集 (此 时 称 * 是 平移 不 变 的 )， 

(2) 若 4EK, 天 0,， 则 A 是 开 集 当日 仅 当 4A 是 开 集 . 


人: 


在 (1) 和 (2) 中 将 开 集 换 为 闭 集 ， 相 应 的 结论 同样 成 立国 

利用 推论 5.1.3 立即 知道 , 在 拓扑 线性 空间 中 , V 是 0 点 的 邻 域 当 且 仅 当 z 十 V 
是 xz 点 的 邻 域 . 因此 车 公 和 邹 分 别 是 0 点 的 邻 域 系 和 邻 域 基 , 则 对 任意 zxEX, z 的 
邻 域 系 和 邻 域 基 分 别 是 

Ux) = {z+U:UEN), Bz) = {r+V:VED). 

因此 , 0 点 的 邻 域 基 确 定 了 任意 一 点 的 邻 域 基 . 若 4 是 X 中 的 开 集 , 则 对 任意 zxE4, A 
是 zx 的 邻 域 , 因此 存在 V,E 色 使 得 x 十 V, CA. 于 是 A 二 Usea《(z 十 V,). 这 说 明 X 
中 的 开 集 恰好 是 名 中 的 元 经 过 平移 后 的 并 . 于 是 匀 上 的 拓扑 由 0 点 的 邻 域 基色 确定 . 
因此 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 5.1.10 设 X 是 拓扑 线性 空间 . 称 0 点 的 邻 域 基 为 X 的 局 部 基 . 

回顾 凸 集 的 定义 ,车 对 任意 z,yEA4A, 当 0 委 上 和 1 时 , 总 有 女 十 (1 一 六 yEA, 则 
称 A 是 凸 集 . 换言之 , 车 当 0 记 1 二 1 时 , 总 有 弘 十 (1 一 DACA, 则 称 A 是 凸 集 . 

以 下 定理 列 人 了 拓扑 线性 空间 中 关于 闭 包 和 内 部 的 一 些 事实 . 

定理 5.1.4 ” 设 X 是 拓扑 线性 空间 , A,B,C CC X. 则 ; 

(1) 对 任意 4EK, 有 4 = A. 

(2) 对 任意 %*EK, 4 关 0, 有 XA = (2A)5. 

(3) A+BCATE. 

(4) 若 C 是 X 的 凸 子 集 , 则 C 和 C? 也 是 . 

证 明 (1) 车 4 二 0, 则 4X4 一 XA 显然 成 立 . 若 4 关 0, 根据 推论 5.1.3 知道 4A 
是 闭 集 . 又 由 于 44 CC X44, 故 14A C44. 将 这 个 包含 关系 应 用 到 1-: 和 4A 得 到 

及 一 0A CA 

于 是 44 CC14. 这 就 证 明了 XA = 4A. 

(2) 由 于 4 冯 0, 由 推论 5.1.3 知道 44" 是 开 集 . 又 44°CXh4, 故 +4°C CA)". 将 
这 个 包含 关系 应 用 到 ~ 和 4A 得 到 

-CA)" CC A-12A)° = (A)®. 

于 是 (4A)”C 44". 这 就 证 明了 2A° = (4A)”. 

(3) 设 zE A, yE BB 由 于 加 法 的 连续 性 , 对 zx 十 y 的 任意 邻 域 V, 存在 zz 的 邻 
域 V, 和 y 的 邻 域 V,, 使 得 V, 十 V, CV. 由 于 xE€ A, y€ B, 故 V, 败 A 关 如 ， 设 
TEV: 由 A,y EV, 站 B, 则 x’ 十 y EV 十 V, CV. 这 表明 VN (4++B) 关 0. 
因此 z 十 yE A 十 B. 从 而 A 十 BCA 二 BE. 


(4) 设 C 是 X 的 凸 子 集 . 则 当 t€E[0,1j 时 , tC 十 (1 一 #CCC. 利用 结论 (1) 和 
(3) 得 到 


tC+—~DC=1C+OTHICCICHAITNDCCE. 
因此 C 是 凸 集 . 因为 C* CC， 当 t:€[0,1] 时 ， 
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tC°+(1—i)C CC+(—tCCC. 《5.1.2) 


由 于 上 4C? 和 (1 一 上 DC? 都 是 开 集 , 故 1C° 十 (1 一 ty)C? 是 开 集 ， 经 然 C? 是 包含 在 C 中 
的 最 大 开 集 ,由 式 (5.1.2) 知道 t+C? 十 (1 一 启 C" CC?. 这 表明 C? 是 凸 集 ， 国 


5.1.3 分离 定理 


引 理 5.1.5 设 X 是 拓扑 线性 空间 . 则 对 0 点 的 任意 邻 域 V, 存在 0 点 的 一 个 邻 
域 U, 使 得 U 是 对 称 的 ( 即 一 U == 避 ,并 有 UUCVY. 

证 明 由 于 0 十 0 = 0, 根据 加 法 的 连续 性 ,存在 0 点 的 邻 域 V 和 V:, 使 得 
二 Vs CV. 令 

U=V NV NV NN (~—V), 
则 口 是 0 点 的 邻 域 . 显然 U 是 对 称 的 , 并 且 U-UCV 二 VCV. 国 

定理 5.1.6 《〈 分 离 定理 ) 设 和 是 拓扑 线性 空间 , 4,BCX. 若 A 是 紧 的 , B 是 闭 
的 , 并 且 A 门 B= 名, 则 存在 0 点 的 邻 域 V, 使 得 

(A++WD NB+ND= YL. 

证 明 若 A= 多 , 则 A+V = 多, 此 时 定理 的 结论 显然 . 现在 设 A 关 名 . 设 
XEA. 由 于 B 是 闭 集 , 并 且 xz FB, 故 存在 0 点 的 邻 域 砚 , 使 得 (zt 十 W) 门 B== 2. 根 
据 引 理 5.1.5, 存在 0 点 的 对 称 邻 域 U, 使 得 U 十 U CW. 再 对 UU 利用 引 理 5.1.5, 存 
在 0 点 的 对 称 邻 域 V,, 使 得 V, 十 V, CU. 于 是 

V+V+V: CVtV) + V+V) CU+UCW. 

于 是 xz 十 V; 十 V; 十 V; CX 十 WW, 从 而 

(z+V:+V:+V.)NB=Y. (5.1.3) 
这 导致 

(十 V- 十 VD) NN (B+V.) = 8. (5.1.4) 
事实 上 , 车 存在 yE (rz 十 Vs 十 V,) 站 (B 十 V,), 则 

y= 十 十 vw = 二 zz 十 出 ， 
其 中 vw ,vw ,v3 EV,,zEB. 由 于 Y. 是 对 称 的 , 故 一 vw EV,. 所 加 
3 一 不 一 工 十 十 驳 十 (一 由)EZz 十 V 十 YY 十 了 

同时 y 一 v= 二 zxEB. 这 与 式 (5.1.3) 矛盾 . 故 式 (5.1.4) 成 立 . 

所 有 形 如 xz 十 Vz 的 开 集 构成 A 的 一 个 开 覆 盖 . 既然 A 是 紧 的 , 存在 mi yz ，…， 
TEA, 使 得 AC (rz 十 Va)U(Cz 二 Vs) UU (Cr+V). SV=V, NV 
站 站 Y， 则 


4+VYCU (zt+V,) +V =U (z+ Vs, +V) CU (ztVs, +Vs,). 
(5.1.5) 


I 


由 于 式 (5.1.4), 并 且 由 于 V CV。， 有 
(Cz 十 Vs t+V)N (B+ = 8, i= 1 
于 是 | 
(UV ztV, +tV)) n+V = 人 


由 于 式 (5.1.5), 更 加 有 (4 二 V) mn (8 十 让 = 弛 . 国 

注意 到 定理 5.1.6 中 的 A 十 是 包含 A 的 开 集 , 事实 上 , 由 于 A 二 V=U,es (Cr 十 mm， 
因此 A 十 V 是 开 集 . 又 4A = A 十 0 CA 二 V. 同 理 B 十 V 是 包含 B 的 开 集 . 因此 定 
理 5.1.6 表明 A 和 B 可 以 用 不 相交 的 开 集 分 离 . 

推论 5.1.7 (1) 拓扑 线性 空间 是 Hausdorff 空间 . 

(2) 设 多 是 拓扑 线性 空间 X 的 局 部 基 ， 则 对 每 个 UE 色 , 存在 VE 名 , 使 得 VC U. 

证 明 (1) 设 z,yEX,z 天 yy 对 A= {rz} 和 B == {y) 应 用 定理 5.1.6, 存在 0 点 
的 邻 域 V, 使 得 (zx 十 V) 由 (y 十 V) = 名 . 注意 到 十 V 和 yy 十 V 分别 是 xz,y 的 邻 域 ， 
故 结论 (1) 成 立 . 

(2) 设 UE 色 . 令 A= 1{0), B=U°, 则 A 是 紧 的 , B 是 闭 的 , 并 且 ANMB= 多 . 
根据 定理 5.1.5, 存在 0 点 的 邻 域 V, 不 妨 设 VE 名, 使 得 

VN (B+ = (A+DWN (B+) = YG. 
这 表明 VC (B 十 V)°. 因为 B 十 V 是 开 集 , 故 (B 十 V)° 是 闭 集 . 从 而 
VC(B+W CB =U. 


5.1.4 ”平衡 集 了 吸收 集 


定义 5.1.11 设 A 是 线性 空间 X 的 子 集 . 

(1) 车 当 a EK, la| 达 1 时 , aA C A, 则 称 A 是 平衡 的 . 

(2) 若 对 每 个 zxEX, 存在 某 个 上 > 0, 使 得 zxE€EtA，, 则 称 A 是 吸收 的 . 

例如 , 在 一 维 复线 性 空间 C 中 , 全 空间 C 和 以 0 点 为 中 心 的 圆 盘 ( 开 的 或 闭 的 ) 
是 平衡 的 , 并 且 只 有 这 些 集 是 平衡 的 . 在 R:( 将 其 视 为 二 维 实 线性 空间 ) 中 , 每 个 以 
《0,0) 为 中 心 的 线段 都 是 平衡 的 (但 这 些 集 作为 复 空 间 C 的 子 集 不 是 平衡 的 ). 

注 3 (1) 以 后 会 经 常用 到 平衡 集 的 一 个 简单 性 质 : 车 巨 是 平衡 的 , 则 当 a,8 汪 0 并 
且 4 二 Bh 时 , aEF C BE. 事实 上 , 由 于 0 一 ab 一 1, 故 a8"ECE 因此 aE CBE. 

(2) 显然 每 个 吸收 集 必须 包含 0， 否则 对 任意 t 二 0, 0 4 1A. 

定理 5.1.8 设 X 是 拓扑 线性 空间 . 

(1) 若 A 是 X 的 平衡 子 集 , 则 A 也 是 . 若 还 有 0EA?, 则 A° 也 是 . 

(2) 0 点 的 每 个 邻 域 是 吸收 的 . 

证 明 (1) 由 于 A 是 X 的 平衡 子 集 , 因此 当 a EK, la| 过 1 时 , ah CA, 于 是 
ah 二 aA CA. 这 表明 是 平衡 的 . 现在 设 0EA?. 则 当 c= 0 时 , ah" 二 {0} CA 
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当 0 二 le| 过 1 时 , aA° CaA CA. 因为 aA° 是 开 集 , 故 aA"CA?. 这 说 明 A? 是 平衡 
的 . 

(2) 设 V 是 0 点 的 邻 域 . 对 任意 固定 的 zxEX, 由 于 数 乘 运算 的 连续 性 ,， 当 a 一 > 0 
时 , ax -> 0. 于 是 存在 6 计 0, 使 得 当 lc| 一 9 时 azEV. 于 是 当 t 守 0, +t-! 二 6 时 ， 
txzEV, 此 时 zxEIV. 因此 V 是 吸收 的 . 加 

定理 5.1.9 ”在 拓扑 线性 空间 X 中 : 

(1) 0 点 的 每 个 邻 域 包含 一 个 平衡 的 邻 域 . 

(2) 0 点 的 每 个 凸 邻 域 包含 一 个 平衡 的 凸 邻 域 , 

证 明 (1) 设 U 是 0 点 的 邻 域 .由 于 0.0 = 0, 并 且 数 乘 运算 是 连续 的 , 存在 
f>0 和 0 点 的 邻 域 V, 使 得 当 |a| 二 6 时 , aVCU. 令 W 二 UcsaV 是 所 有 这 样 
的 aV 的 并 , 则 WW 是 0 点 的 邻 域 , 并 且 W CU 对 任意 1EK，| 州 过 1， 因 为 
la| 过 lal 二 6, 因此 

AW= UAVCUY,eV=W. 


is 
这 表明 W 是 平衡 的 . 
(2) 设 避 是 0 点 的 凸 邻 域 . 令 A== 门 p_i1aU. 仍 像 (1) 中 选取 W. 因为 W 是 平衡 的 ， 
当 le|l=1 时 , aWCW,a-WCW. 故 a-!W= 二 WCU. 于 是 WCaU, 从 而 WCA. 
因为 W 是 开 集 , 故 WCA?”, 从 而 A 是 0 点 的 邻 域 . 由 于 ACU, 故 A* CU. 由 于 A 
是 一 些 凸 集 的 交 , 故 A 是 凸 集 . 根据 定理 5.1.4, A? 也 是 凸 的 . 下 面 证明 A?° 是 平衡 的 . 
对 任意 %EK, 14| 达 1,4 可 以 表 为 *= xrB, 其 中 0 过 + 过 1,|B|= 1. 我 们 有 
MA =rBA=N, rhaU = N,raU. (5.1.6) 


al =1 lal=1 
由 于 aU 是 凸 集 并 且 0E aU，, 对 任意 ax EaU， 
rar =razrt+(l—r):0€aU. 


这 表明 raU C aU. 由 式 (5.1.6) 得 到 MA CC 站 -aeU = 4. 这 表明 A 是 平衡 的 . 根据 定 
理 5.1.8, A” 也 是 平衡 的 . 综 上 所 证 , A° 是 0 点 的 平衡 的 凸 邻 域 ， 并 且 A? CU. 故 
设 多 是 拓扑 线性 空间 和 的 局 部 基 . 车 多 中 的 每 个 元 都 是 平衡 的 , 则 称 久 是 平衡 
的 . 由 定理 5.1.9 立即 得 到 如 下 推论 . 
推论 5.1.10 每 个 拓扑 线性 空间 具有 平衡 的 局 部 基 . 


5.1.5 ”有 界 集 


定义 5.1.12 设 A 是 拓扑 线性 空间 X 的 子 集 . 若 对 于 X 的 0 点 的 任意 邻 域 V， 
存在 s > 0, 使 得 当 t > > 时, A CzV, 则 称 A 是 有 界 的 . 

设 (X,7) 是 可 距离 化 的 拓扑 线性 空间 , 则 X 上 可 以 有 两 种 不 同意 义 下 的 有 界 
集 第 一 种 是 $ 1.1 中 定义 的 按 距 离 有 界 集 . 第 二 种 就 是 定义 5.1.12 意义 下 的 有 界 
集 . 一 般 情况 下 这 两 种 意义 下 的 有 界 集 是 不 同 的 (参见 习题 5 中 第 16 题 ). 今后 在 说 | 
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到 拓扑 线性 空间 的 子 集 有 界 时 ， 总 是 指 在 定义 5.1.12 意义 下 的 有 和 界 . 

定理 5.1.11 设 X 是 拓扑 线性 空间 . 则 : 

(1) 车 A 是 X 的 有 界 子 集 , 则 有 A 也 是 . 

(2) X 中 的 每 个 紧 集 是 有 界 的 . 

(3) 收 化 序列 是 有 界 的 . 

证 明 (1) 设 V 是 0 点 的 邻 域 . 由 推论 5.1.7, 存在 0 点 的 一 个 邻 域 W, 使 得 
歼 CY 因为 A 有 界 , 存在 汪 > 0, 使 得 当 t 汪 ;时 , A CtW. 于 是 当 t 二 加 时 ， 
ACtW=t 坟 CitiVv. 因此 A 是 有 界 的 . 

(2) 设 K 是 紧 集 ,V 是 0 点 的 邻 域 . 根据 定理 5.1.9, 存在 0 点 的 平衡 邻 域 WW, 使 
得 多 和 YY. 根据 定理 5.1.8(2), W 是 吸收 的 ,因此 对 任意 zxzEX, 存在 上 > 0, 使 得 
XEtW. 由 于 W 是 平衡 的 , 当时 zEr 砚 . 因此 车 0 过 ni 过 rs 二 …, 并 且 r, -一 co， 
则 


X = r,W. (5.1.7) 


于 是 KCX=U nW. 因为 K 是 紧 的 ， 存在 mn 使 得 
KCnaWUnWU UnanwCcnmw. (5.1.8) 


由 式 (5.1.8) 知道 当 t 二 nm 时, K CmWcitWciyv. 这 表明 KK 是 有 界 的 . 

(3) 设 {z,} 是 X 中 的 序列 , x 一 zx(n 一 co). 设 V 是 0 点 的 邻 域 , 不 妨 设 V 是 平 
衡 的 . 根据 引 理 5.1.5, 存在 0 点 的 邻 域 U, 仍 不 妨 设 UU 是 平衡 的 , 使 得 U 十 UCTV. 由 
于 z 一 Z， 存在 六 >0 使 得 当 n 盖 六 时 ，zEz 十 U 由 式 (5.1.7) 知道 存在 5 > 1, 使 
得 zEwU. 于 是 当 z 盖 六 时 ， 

zwE5UTUC5UT+T5UCSYV. 


由 于 {zl 9T2 9 TN 是 紧 集 ， 因而 是 有 界 集 ， 于 是 存在 32 全 0， 使 得 TiEsVGi = 1, 
2 NN). 令 5 = 二 max{514152}， 则 当 zt 二 时 ， 


TEST U 5s2V CC sVC iV,， n= 1,2,.…. 


这 就 证 明了 {z,} 是 有 界 的 . 国 

例 5 无 界 集 的 例子 . 车 xz 关 0, 则 玉 = {nz :n 二 1,2,…}) 不 是 有 界 的 . 这 是 因 
为 {z} 是 闭 集 , 存在 0 点 的 平衡 的 邻 域 V, 使 得 zx 全 V. 于 是 xz fnV, 从 而 nV 不 能 
包含 EE. 这 蕴涵 不 管 : 多 么 大 , tV 都 不 能 包含 EE. 因此 巨 不 是 有 界 的 ， 从 这 个 例子 知 
道 , X 的 非 零 线性 子 空间 不 是 有 界 的 . 

定理 $.1.12 设 XX 是 拓扑 线性 空间 ,A CC X. 则 以 下 两 项 是 等 价 的 : 

(1) A 是 有 界 集 . 

(2) 对 任意 {zx,)C A， 当 标量 序列 a, -> 0 时, a,z, 一 0. 

证 明 ” (1) 过 (2). 由 于 和 A 是 有 界 集 , 对 于 0 点 的 任 一 平衡 的 邻 域 V, 存在 上 二 0 使 
得 ACiwV. 由 于 om 一 0, 存在 Ny>0 使 得 当 z > N 时 , |a,|t 二 1. 由 于 V 是 平衡 的 ， 
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并 且 tz Et1'A CV, 因此 当 n NN 时 , ox 一 at toEV. 这 说 明 wmwz 一 0. 

(2) 二 (1). 若 A 不 是 有 界 集 , 则 存在 0 点 的 某 一 邻 域 V, 使 得 对 任意 t 二 0， 
A EtV. 于 是 存在 正 数列 所 一 十 ce 和 x, EA, 使 得 z tsV. 于 是 对 每 个 n， 
tx 全 V， 从 而 二 ' 工 , 一 > 0， 这 与 假设 条 件 了 矛盾 . 故 A 必 有 界 . 全 

定理 5.1.13 设 X 是 拓扑 线性 空间 , V 是 0 点 的 有 界 邻 域 , 6 > 6 二 …，, 并 且 
ss 一 0， 则 集 族 

{eY :n= 1,2,..…} 

是 X 的 局 部 基 . 

证 明 设 避 是 0 的 邻 域 . 由 于 V 有 界 , 故 存在 y 盖 0, 使 得 当 上 二 >s 时 VC iU. 


因为 6 一 0, 故 存在 足够 大 的 使 得 二 > s. 于 是 V 己 声 U, 从 而 eV CU. 这 表明 
集 族 {evV :n 二 1,2,…)} 是 X 的 局 部 基 ， 国 
定理 5.1.14” 设 X 是 一 个 拓扑 线性 空间 , 并 且 其 拓扑 可 以 由 一 个 平移 不 变 的 距离 
导出 . 则 当 {z) CX, xz, 一 0 时 , 存在 正 数 的 数列 (x,}, 使 得 7 一 十 ce, 并且,x, 一 0. 
证 明 ” 设 d 是 与 X 的 拓扑 相 容 的 平移 不 变 的 距离 ， 则 对 任意 xEX 和 正 整数 ， 
d(kr,0) < dl(kr, (ho—1)r) + dl((k—o—1)zr,(k m2)7rz)+… +d(zr,0) 


= kd (zx,0). 
既然 dz， 0) 一 0， 存在 自然 数 的 子 列 {nn )， 使 得 当 n 宇 ni 时, d(xz,,，0) 二 kk 了 . 令 
nn, 
二 k， ny SR Wie 


则 一 十 co. 当头 委 冯 一 2 时 
dmoz 0) = dz 0) 福 旭 (zy 0) < 大 让 一 天 
因此 7,zx, 一 0. 峡 


$5.2 局 部 本 空间 


局 部 凸 空间 是 一 类 最 重要 的 拓扑 线性 空间 .这 一 节 我 们 要 证 明 , 局 部 凸 空间 上 
的 拓扑 可 以 由 一 族 可 分 点 的 半 范 数 导 出 ,讨论 拓扑 线性 空间 可 距离 化 和 可 赋 范 的 充 
要 条 件 , 然后 给 出 几 个 局 部 凸 空间 的 例子 . 


5.2.1 ” 半 范 数 与 局 部 凸 空间 


定义 5.2.1 设 X 是 拓扑 线性 空间 . 若 X 具有 一 个 由 凸 邻 域 构成 的 局 部 基 ， 则 
称 X 是 局 部 凸 的 ， 

设 多 是 拓扑 线性 空间 X 的 局 部 基 . 若 多 中 的 每 个 元 都 是 平衡 的 凸 的 , 则 称 今 是 
平衡 的 凸 的 . 由 定理 5.1.9 立即 得 到 如 下 结论 : 


DE ey 


定理 5.2.1 每 个 局 部 凸 空间 具有 平衡 的 凸 的 局 部 基 . 
设 X 是 线性 空间 , A 是 XX 的 非 空子 集 . 回顾 在 $ 2.5 中 我 们 定义 了 A 的 
Minkowski 泛 郴 为 
HA(X) 一 infft 盖 0:zEtA) (rEX), 


其 中 规定 inf 纪 = 十 ce. 由 定义 知道 ys (zx) 宇 0C(xEX). 车 A 是 吸收 的 ， 则 对 每 个 
XEX, 存在 上 放 0 使 得 z+€1tA. 于 是 此 时 (x) 一 十 cc. 

引 理 5.2.2 ” 设 X 是 线性 空间 . 

(1) 车 和 A 是 X 中 的 平衡 的 子 集 , 则 对 任意 zEX, 当 pa(zx) 二 tt 时, xT EtA. 

(2) 设 尹 是 线性 空间 X 上 的 半 范 数 . 则 对 任意 c 汪 0,B= {xz :p(x) 二 c} 和 C 二 = 
{Zz :p(x) 和 <c} 是 平衡 的 吸收 的 凸 集 . 

证 明 (1) 设 mm(Cz) 一 区 则 存在 0 二 s 二 上 使 得 zeEyA. 由 于 A 是 平衡 的 , 故 


A 
了 一 过 十 E4. 从 而 zxEt4. 


(2) 设 zEB, lcel 委 1. 则 plaz) = 二 lalp(zx) 二 c, 于 是 crEB. 因此 B 是 平衡 的 . 
若 z,yEEB， OR 1s 则 
pltiri+ (lt)y) Qtp(r)+ (lmtp(y) ie. 
于 是 民 十 (1 一 才 yEB. 因此 B 是 凸 的 . 对 任意 zxEX, 当 t 二 p(x) 时 ， 


p(=)= Tplz) < c， 


故 zE 雪 ,这 表明 吾 是 吸收 的 . 同样 地 可 以 证 明 C 也 是 平衡 的 吸收 的 凸 集 ， 国 
定理 5.2.3 设 X 是 线性 空间 , 4 是 XX 中 的 平衡 的 吸收 的 凸 集 ， 则 : 
(1) pa 是 X 上 的 半 范 数 . 
(2) 若 B= {z:pnz) 二 1}, C= (zz 有 1)， 则 BCACC, 并且 


Aa 一 Ls = kKc. 

证 明 《1) 在 定理 2.5.3 中 我 们 已 经 证 明 wa 是 次 可 加 正 齐 性 的 . 下 面 证 明 4 是 
绝对 齐 性 的 . 设 a= re"EK. 由 于 A 是 平衡 的 , 故 zxEA 当 上 且 仅 当 e-?*zEA. 由 于 pa 
是 正 齐 性 的 , +r = ae~” > 0，, 我 们 有 

HAalar) =inf{t >0:ar€tM}= inf{(t >0:ae x Em)} 
= inf{t > 0:rr€EtA)= (rr) = ralr) 
=|al La (XZ). 


这 就 证 明了 ps 是 X 上 的 半 范 数 . 

(2) 根据 引 理 5.2.2(1), 若 ma(z) 二 1, 则 zeEA, 从 而 BC A. 又 入 CC 是 显 
然 的 . 包含 关系 BC A CC 获 涵 Lc 二 yn 过 ps. 另 一 方面 , 对 任意 固定 的 zxEX, 车 
HalX) 之 Jc《Xx), 选取 t 和 s 使 得 jelz) <s 二 + 二 ysa(z). 由 结论 (1), pm 是 X 上 
的 半 范 数 . 于 是 根据 引 理 5.2.2(2)，C 是 平衡 的 . 由 引 理 5.2.2(1) 知道 当 we(z) 一 s 


173 


第 5 章 拓扑 线性 空间 一 


=) (< 


因此 地 EB， 从 而 pa(z) 过 上 但 这 与 上 一 pa(Cz) 矛盾,， 因 此 ma(z) 过 yc(z). 这 就 证 


明了 Am = As 一 Am 国 

设 9 是 线性 空间 X 上 的 一 族 半 范 数 . 称 9 是 可 分 点 的 , 车 对 每 个 + 隆 0, 存在 p EF 
使 得 p(x) 关 0. 

定理 5.2.4 设 X 是 拓扑 线性 空间 , 甸 是 X 中 的 平衡 的 凸 的 局 部 基 . 则 : 

(1) 对 任意 VE V = {zi:pv(r) 过 1}. 

(2) {pv :VEB} 是 匀 上 的 可 分 点 的 连续 半 范 数 族 . 

证 明 ” (1) 由 引 理 5.2.2(1), 车 jw(z) 二 1, 则 zxEV. 因此 {zx:pw(7z) 二 1}CV. 另 
一 方面 , 设 zEV. 由 于 玫 到 XXX 的 映射 Ar*Az 是 连续 的 , 并 且 1.z = x, 故 存在 e 二 0, 使 


2 


得 当 |4 一 1| 二 e 时 , MzEV 于 是 (1 十 jzEV. 从 而 wD 过 (1+ 革 ) ”二 1. 这 表明 
2 2 


VC {rz:w(r) < 1}. 这 就 证 明了 结论 (1). 

(2) 设 VE%F. 根据 定理 5.1.8, V 是 吸收 的 . 于 是 由 定理 5.2.3 知道 wv 是 半 范 数 . 
对 任意 > 盖 0, 当 z 一 yErVy 时 , 由 结论 (1) 知道 ww (rz 一 妇 ) 一 1. 利用 3 2.4 中 
注 1 所 述 的 半 范 数 的 性 质 得 到 


ly (z) pW Sr = pr (ry) = mv (zz 一 y)) 一 六 


这 就 证 明了 uv 是 连续 的 . 

若 zEX,Zz 天 0, 则 存在 VE 名 使 得 x 4gV( 因 为 {z} 是 闭 集 )， 由 上 述 结论 (1) 知 
道 对 于 这 个 V, 有 mm(z) 三 1. 因此 {jv :VE 38} 是 可 分 点 的 .图 

根据 定理 5.2.1, 每 个 局 部 凸 空间 具有 平衡 的 凸 的 局 部 基 . 结合 定理 5.2.4 知道 ， 
每 个 局 部 凸 空间 存在 可 分 点 的 连续 半 范 数 族 . 反 过 来 , 下 面 的 定理 表明 , 若 9 是 线 
性 空间 X 上 的 可 分 点 的 半 范 数 族 , 则 在 X 上 存在 一 个 拓扑 +, 使 得 (X,zr) 成 为 局 部 
凸 空间 , 并 且 每 个 p EF 是 连续 的 . 

定理 5.2.5 设 儿 是 线性 空间 X 上 的 可 分 点 的 半 范 数 族 . 对 每 个 正 整数 k 和 轧 ;， 
pz pi EF E>0, 令 


Vp sp2s°"* » pe; E) 一 {zx : pi1(z) < e,p: (rx) Ee, p(x) 人 e}. 
再 令 色 是 形 如 Vp ?万 2 pe; €) 的 集 的 全 体 ， 即 
细 = {Vp »pP2»°"" prs E) :sz e>>0,k= 1,2,.}. 人 bs2 二 由 


则 在 X 上 存在 一 个 拓扑 r， 使 得 (X,r) 成 为 局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 ,并 且 : 
(1) 邹 是 关于 的 平衡 的 凸 的 局 部 基 . 
(2) 每 个 p€ 了 是 连续 的 , 


人 看 


证 明 令 t 是 如 下 定义 的 X 的 子 集 所 成 的 族 : 
rt 二 {A:A 是 名 中 的 集 经 过 平移 后 的 并 , 或 A= 好 ). 

容易 验证 这 样 定义 的 + 满足 拓扑 空间 的 定义 5.1.1 中 的 (1)~ (3). 因此 rt 确 定 X 上 的 
一 个 拓扑 . 显然 + 是 平移 不 变 的 . 

设 VE 绥 . 显然 0EV. 设 

V=V(pi,pas ,Pes €), pispes'r*s pi ES, E>0. 
车 rEV, 则 pi(z) 二 eli 二 1,2,…,k). 选取 6 使 得 0 二 6 过 e 一 pi(z)(i = 1,2,…,k). 
再 令 Vi 二 VCpispzs ,pri; 个, 则 VE 色 并 且 x 十 Vi CV. 这 表明 V 是 开 集 , 因而 
V 是 0 点 的 邻 域 . 根据 引 理 5.2.2(2), 每 个 V(p;; s;) 是 凸 的 平衡 的 , 于 是 
V=V(p;e) NN Vps; NN V(pr; es) 

也 是 平衡 的 凸 的 . 若 W 是 0 点 的 邻 域 , 则 WW 是 包含 0 点 的 开 集 . 因此 存在 VE3, 使 
得 0 十 VC 到 W, 即 VCW. 因此 多 是 r+ 的 平衡 的 凸 的 局 部 基 . 

设 zEX. 由 于 儿 是 可 分 点 的 , 对 任意 y 关 ,存在 pE9, 使 得 bz 一 y) > 0. 
选取 e 记 0 使 得 p(x 一 y) 放 ee. 则 x 一 y KV(p,e), 这 蕴涵 x 儿 y 十 VC(p,e). 而 tr 是 
平移 不 变 的 , 故 y 十 V(p,e) 是 y 的 邻 域 , 这 表明 单 点 集 {z} 是 闭 集 . 

下 面 证 明 加 法 和 数 乘 是 连续 的 . 设 U 是 0 点 的 邻 域 . 既然 多 是 + 的 局 部 基 , 存在 
pispzr'"* op EHP 和。 记 > 0, 使 得 Viy 加 tp 8) CU. 邻 V = 


V (pispassPr; 取 ). 则 当 z,yEV 时 ,对 每 个 i 二 1,2,…,k, 我 仙 有 
下 
2 
故 z 十 yEV(Cp ,bpyzbpi es) CU 这 表明 V 十 VCU. 于 是 
(十 V) 十 (7 十 V) Cz 二 y 十 LU. 
由 于 r 是 平移 不 变 的 ， 上 式 表明 加 法 运算 是 连续 的 . 
现在 设 zEX,，c EK. 设 U 和 V 如 上 面 一 样 . 因为 V 是 吸收 的 , 存在 ; > 0 使 得 


EsV. 令 t 一 了 于 和 Ts* 则 当 |p 一 “| 天 十 ，yEz 十 以 时 ,由 于 


一 €, 


思 (z 十 妇 云 思 (z) 十 加 (y) 一 子 牛 


lBlt < (le 二 站 = tl. = 1， 


”以 及 lB 一 als 二 1, 并 且 注 意 到 Y 是 平衡 的 , 因此 
By—~azr=B(y— zx)+(B— orE BV+ (Ba)sV 
ClBlivV+|h—-alsvVvCV+VCU. 
即 By E az 十 U. 这 表明 数 乘 是 连续 的 ,因此 (X,r) 成 为 局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 ， 上 
述 结论 (1) 得 证 ， 
最 后 证 明 (2). 设 pE93, zEX, 对 任意 e 计 0, z 十 VY(p,e) 是 过 的 一 个 邻 域 . 当 


生疏 玉 寺 -也 iAeggiea 


>Ezr+VCpis) 时 , | p(y) 一 p(x 和 p(y 一 x) 一 s 这 表明 尹 在 z 处 连续 从 而 
在 X 上 连续 ， 国 

根据 定理 5.2.5, 若 儿 是 线性 空间 X 上 的 一 个 可 分 点 的 半 范 数 族 , 则 可 以 确定 和 
上 的 一 个 拓扑 7t, 使 得 (X,r) 成 为 局 部 凸 空间 , 称 r+ 为 由 3 生成 的 拓扑 . 反 过 来 , 我 们 
证 明 每 个 局 部 凸 空间 上 的 拓扑 都 可 以 这 样 生 成 . 

定理 5.2.6 设 (X,7) 是 局 部 凸 空间 . 则 X 的 拓扑 必 可 以 由 X 上 的 一 个 可 分 点 
的 连续 半 范 数 族 生成 . 

证 阴 ” 设 (X,7) 是 局 部 凸 空间 ， 甸 是 关于 的 平衡 的 凸 的 局 部 基 . 根据 定理 
5.2.4， 由 多 确定 一 个 可 分 的 连续 半 范 数 族 9 二 {jv :VE 急 )}. 而 按照 定理 5.2.5 的 方 
法 ,由 这 个 半 范 数 族 多 又 可 以 生成 X 上 的 一 个 拓扑 , 记 其 为 .我 们 证 明 + 二. 既 
然 每 个 pE 儿 是 r- 连续 的 , 因此 

Vlp,e) = {xz:p(r) <e} = p 1!'(— co, e) 
是 rz- 开 集 ， 即 V(p,s) E rt 于 是 对 任意 V 二 VCpi,ps s,s,pi; 6)， 
V=V(p;e) NM Vps;) NN Vpi; EL, 
而 每 个 5- 开 集 都 是 形 如 V 二 VCp ,ps。，… ,pi; s) 的 集 经 过 平移 后 的 并 , 从 而 志 Cr 
反 过 来 , 设 WE 名 , p = pw. 根据 定理 5.2.4(1), W = {xz :pw(z) 二 1) 一 VCb,1)， 而 
V(z,1) 是 亏 - 开 集 . 这 表明 对 每 个 WE, WE .这 蕴涵 r+C 忆 nn. 因此 rz 一 半 . 国 
定理 5.2.7 设 X 是 局 部 凸 空间 , 其 拓扑 是 由 可 分 点 的 半 范 数 族 9 生成 . 则 : 

(1) 车 {zo)oer 是 X 中 的 网 x EX， 则 zs。 一 工 当 和 且 仅 当 对 每 个 p€E9 
有 plzxs 一 并 — 0. 

(2) 者 ACX, 则 A 有 界 当 且 仅 当 每 个 pE9, 数 集 {p(z) :zEA} 是 有 界 的 . 

证 明 (1) 设 zx 一 x. 则 对 任意 pEFB 和 e 汪 0, 由 于 V(p,e) 是 0 点 的 邻 域 , 因此 
存在 BET, 使 得 当 a 宇 B 时 , zx, 一 TEV(p,e). 于 是 p(x 一 Xx) 二 e. 这 表明 

z 思 (ze — x) — 0. 

反 过 来 , 设 对 每 个 p€E3 有 plz。 一 xz) 一 0. 设 U 是 0 点 的 任 一 邻 域 . 则 存在 
V=Vipisypo ypr; 6) CU, 由 于 p(x 一 xX) 一 0(i 二 1,2,…,k)， 因此 存在 BE 
I 使 得 当 a 宇 B 时 

z 思 (ze 一 工 <e, i= 1,2,.…,k. 


于 是 当 a 宇 Bh 时 , x, 一 XEV CU. 这 就 证 明了 x。 -> > 

(2) 设 ACX 是 有 界 的 . 对 任意 p€E9, 由 于 VC(p,1) 是 0 点 的 邻 域 , 存在 充分 
大 的 上 二 0, 使 得 A C kV(p,1). 于 是 对 任意 zxEA, 存在 yYEV(p,1) 使 得 z = ky. 
因而 p(x) = p(ky) = kp(y) 二 k&， 因此 数 集 {p(z) :rEA}) 是 有 界 的 . 

反 过 来 , 设 对 每 个 p€E, 数 集 {p(x) :TEA}) 是 有 界 的 . 设 U 是 0 点 的 邻 域 , 则 
存在 V=V(pi,ps,"* ,pe; e)CU. 令 M= maxsup{ pi(z) :TE€A}. 则 M 一 cc. 选 


取 + 使 得 + > 2 则 对 任意 zxEA 和 i = 1,2,…,k 


一 泛 函 分 析 
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这 说 明子 EY CU, 亦 即 =Ez, 从 而 AC t 这 就 证 明了 A 是 有 界 的 国 


5.2.2 ”可 距离 化 与 可 赋 范 


下 面 考 虑 拓扑 线性 空间 在 什么 情况 下 是 可 距离 化 的 和 可 赋 范 的 . 
定理 5.2.8 设 (X,r) 是 局 部 凸 空间 . 则 CX,7) 是 可 距离 化 的 当 且 仅 当 X 上 的 拓 
扑 r* 可 以 由 X 上 的 可 列 的 可 分 点 的 连续 半 范 数 族 生 成 . 
证 明 ”必要 性 . 设 (X,r) 是 可 距离 化 的 , d 与 + 是 相 容 的 距离 . 则 
B= {V, :n= 1,2,..}) 


构成 X 的 局 部 基 , 其 中 V 一 (zdto,z) < (参见 8 5.1 中 例 1)、 根 据 定理 


5.2.4, 由 多 确定 一 列 可 分 点 的 连续 半 范 数 {jv :VE 名} 由 定理 5.2.6 的 证 明知 道 ， 
X 上 的 拓扑 + 可 以 由 {jwv,， :VE 3) 生成 . 

充分 性 . 设 卫 上 的 拓扑 r 可 以 由 X 上 的 一 列 可 分 点 的 连续 半 范 数 族 {p,,， n= 1， 
2,…) 生成 ,定义 

d(z'y) = 1 (xz,yEX). (5.2.2) 

容易 验证 d 是 祥 上 的 距离 , 实际 上 dd 还 是 平移 不 变 的 . 我 们 证 明 d 与 + 是 相 容 的 . 为 此 只 
需 证 明 {U(0,7) :r 二 0) 构成 + 的 一 个 局 部 基 , 其 中 UC0,7r) = (zx :d(x,0) 二). 

由 于 每 个 p, 是 连续 的 , 并 且 式 (5.2.2) 右 端的 级 数 关 于 工 各 > 是 一 致 收敛 的 , 因 
此 d(z,y) 是 zx,y 的 连续 函数 . 特别 地 ，p(z) = d(x,0) 是 (X,7) 到 Ri 的 连续 函数 . 
于 是 U(0,7) = 9-( 一 co, r) 是 关于 拓扑 r+ 的 开 集 , 从 而 U(0,r) 是 0 点 的 邻 域 . 设 
W 是 0 点 的 任 一 邻 域 , 则 存在 正 整数 k 和 e > 0 使 得 V 二 VCpi,pas"**，, pri; EE)CW,. 


令 + 二 二 二 则 当 xzEU(o,r) 时 , 对 每 个 2 二 1,2，…,， 


1 p(x) 1 十 E 

因此 p(x) <eli= 1,2,,k), 从 而 IE Vip + p29 pes E) 这 表明 UCO,r) Ee 
CC WW. 这 就 证 明了 {UC(0,r) :r 0) 构 成 + 的 一 个 书 部 基 ， 四 

定义 5.2.2 局 部 凸 空 间 (X,r) 称 为 Frechet 空间 , 车 拓扑 + 可 以 由 XX 上 的 一 个 
平移 不 变 的 距离 d 导出 , 并 且 X 关于 距离 d 是 完备 的 . 

定理 5.2.9 拓扑 线性 空间 (X,r) 是 可 赋 范 的 当 且 仅 当 和 X 的 0 点 存在 有 界 凸 
邻 域 . 

证 明 ”必要 性 . 若 X 是 可 赋 范 的 , 并 且 洛 外 是 与 z 相 容 的 范 数 . 则 {z :zl 二 1 是 
0 点 的 有 界 凸 邻 域 . 


< 2 过 247r 二 
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充分 性 . 设 V 是 0 点 的 有 界 凸 邻 域 , 由 定理 5.1.9, 存在 0 点 的 平衡 的 凸 邻 域 
U CV. U 当然 也 是 有 界 的 . 根据 定理 5.2.4(2)，U 的 Minkowski 泛 函 mu 是 X 上 的 
半 范 数 . 由 定理 5.1.13，!{rU :r 0} 是 X 的 局 部 基 . 若 工 夭 0, 则 存在 >>> 0 使 得 
工 华 rU( 因 为 单 点 集 {(z} 是 闭 集 ), 因此 yu(x) > 0. 这 表明 mm 是 范 数 . 令 

中 zl = pu (rz), rEX. 

则 | 上 是 和 上 的 范 数 , 并 且 {z :zj 二 xr}(r 庄 0) 是 由 范 数 导出 的 拓扑 的 局 部 基 ， 由 定 
理 5.2.4(1), {xz :zi 之 1}= 二 U0, 故 {(z:zjl 一 下 =rUGr 二 0), 这 说 明 由 范 数 上 :| 导 
出 的 拓扑 与 原 拓 扑 + 具 有 相同 的 局 部 基 , 因此 由 范 数 小 外 导出 的 拓扑 与 = 相 容 ， 国 


5.2.3 ”若干 例子 


例 1 空间 CGO) 设 2 是 R" 中 的 非 空 开 集 ，CG2) 是 Q 上 的 复 值 连续 函数 的 线 
性 空间 . 对 每 个 各 二 1,2,…, 若 0 一 R",， 令 K, = S(0,n)( 其 中 S(0,n) 一 {TER” 日 
d(x,0) 过 n})， 车 人 2 关 R", 令 


K, = (ze Q:d(z,Q°) > pe S(0,n). 


则 每 个 K, 是 紧 集 ， K, CKanln 一 1,2,…)， 并 且 = U K.,. 对 每 个 nn 一 1,2,……, 令 
p= sup |fClx)|, fECCOO). 


则 容易 验证 {p,} 是 CLQ) 上 的 可 分 点 的 半 范 数 族 . 根据 定理 5.2.5, 半 范 数 族 {p,} 可 以 
生成 CQ2) 上 的 一 个 拓扑 z, 使 得 CC(Q) 成 为 局 部 凸 空 间 . 由 于 志 po 三，…, 因此 


v (Pp p29" pn; 二 )= V (ps 广 ): 


因此 


V, =V(ps +)= [rs cco) : plf) < 计 }@ es 


n 


构成 CGO) 的 凸 局 部 基 . 由 定理 5.2.8 的 证 明 过 程 看 出 , CC(Q) 上 的 拓扑 + 与 距离 


oo 


Sl_p(f—g) 
dl(f,g) = 2 去 TFT CeECGO)) 


是 相 容 的 . 显然 这 个 距离 是 平移 不 变 的 . 车 { 户 } 是 关于 距离 d 的 Cauchy 序 列 , 则 对 
每 个 n= 1,2,…， 
sup | 六 (zz — fi plfi—fi) 一 0 (i,j > 00). 


故 { 态 } 在 人 ,上 一 致 收敛 于 一 个 函数 fECG2). 简单 的 计算 表明 d(f;， 万 一 04G 一 co)， 
此 CG2) 是 完备 的 . 综 上 所 述 , CC(Q) 是 一 个 局 部 凸 空 间 , 其 拓扑 r 可 以 由 一 个 平移 
不 变 的 距离 导出 , 并 且 C(Q) 关于 这 个 距离 是 完备 的 , 因此 CGO) 是 Fréchet 空间 . 

由 定理 5.2.7(2), 车 ECCC2), 则 玉 有 界 当 且 仅 当 存在 序列 {M, } , 使 得 对 每 个 
fEE, p,(f) 二 M,(Yn). 换言之 , 若 fEE, 则 
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由 于 每 个 V, 包含 f 使 得 p,(f) 大 于 任意 给 定 的 正 数 , 因此 每 个 V, 都 不 是 有 界 的 . 
这 表明 C(Q) 的 0 点 不 存在 有 界 邻 域 , 根据 定理 5.2.9, C(Q) 不 是 可 赋 范 的 . 
设 {( 户 )C CGOo)，fe CGO). 根据 定理 5.2.7(1)， fi ~ f 当 且 仅 当 对 每 个 ， 
pfi—N)= sup [fi(z)— fz) 0. 


这 表明 fi 一 f 当 且 仅 当 {fi} 在 每 个 K, 上 一 致 收银 于 矿 . 

例 2 空间 互 (0), 设 0 是 复 平 面 C 上 的 非 空 开 集 , H(0) 是 2 上 的 解析 函数 的 
线性 空间 . 则 互 CQ) 是 C(0) 的 子 空间 . 因此 将 CG2) 上 的 拓扑 5+ 限制 在 HC(Q) 上 ， 
五 (2) 成 为 局 部 凸 空间 . 若 { 太 } 是 五 92) 中 的 序列 , 并 且 f, 一 ff, 则 {f,) 在 每 个 K， 
上 一 致 收敛 于 .六 因此 8 也 是 解析 的 , 即 f€EH(Q). 这 表明 五 (2) 是 CGO) 的 闭 子 空 
间 . 因此 是 完备 的 , 从 而 琳 (2) 是 Frechet 空间 . 

例 3 空间 C”(o), 设 Q 是 R" 中 的 非 空 开 集 ，C” (GO) 是 2 上 具有 任意 阶 连 续 导 
数 的 函数 的 线性 空间 设 {K,) 是 一 列 非 空 紧 集 , 使 得 K, CK? (2 一 1,2,…)， 并 且 人 0 
= 让 于 。 对 每 个 n 二 1,2,…, 令 

p.(f) = max max |D°f Cz)) (fEC™ (0)), 


其 中 = (a ,as,…,a,) 是 nn 重 指 标 ( 参 见 8$ 1.2 中 例 8). 容易 验证 {z,} 是 C”(2) 上 
的 一 列 可 分 点 的 半 范 数 , 根据 定理 5.2.5, 半 范 数 族 {z 加 } 可 以 生成 C” (2) 上 的 一 个 拓 
扑 zt 使 得 C” (CQ) 成 为 局 部 是 空间 . 根据 定理 5.2.8，(C” (0) ,r) 是 可 距离 化 的 .容易 
证 明 C” (0) 是 完备 的 . 因此 C” (0) 是 Fréchet 空间 ， 

例 4 1L?[0,1](0 < 二 pp 二 1 不 是 局 部 凸 的 . 

在 85.1 例 3 中 我 们 已 经 知道 L?[0,1](0 二 p 二 1) 是 F- 空间 . 我 们 证 明 在 
L?[0,1]C0 二 jp 二 1) 中 ,除了 名和 1L?[0,1] 这 两 个 平凡 的 凸 开 集 外 不 存在 其 他 的 是 
开 集 . 设 V 是 L*[0,1] 中 的 非 空 凸 开 集 . 由 于 凸 开 集 经 过 平移 后 仍 是 凸 开 集 , 故 不 妨 
设 0EV. 于 是 存在 r 守 0, 使 得 UC0,r) CV. 任 取 fEL?[0,1]. 由 于 0 二 p 二 1, 存 
在 正 整数 ”使 得 


nl | |fCzdr 一 一 


由 于 不 定 积分 1(4) = | .1/(z)jdz 的 连续 性 ,存在 区 间 [0,1] 的 一 个 分 害 


0=h 过 =1 
使 得 


t ] 
|FCz)l*dz = 二 | |f Cah dr, i = 1,2,.,n. (5.2.3) 


对 每 个 i 二 1,2,…,n, 令 gj;(X) 一 zz)X ,icCz)， 则 式 (5.2.3) 表明 对 每 个 ;= 1， 


2，…77， 
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‘; 1 
dl(g;,0) = | lgi(z) dz 一 “| [fir dr = nr’! | |FGz)l*sdz er. 
0 -1 


因此 giEUC0,)C VG 一 1,2,…,n). 因为 V 是 是 的 , 故 f 二 十 (gi 十 gs"… 十 g,) 


EV. 这 表明 V = L?[50,1]. 因此 在 L?[0,1] 中 只 用 和 41L?[0,1j 是 凸 开 集 . 
由 于 在 L*[0,1] 中 只 有 名 和 L?[0,1] 是 凸 开 集 , 因此 在 L?[0,1] 上 不 存在 由 凸 
邻 域 构成 的 局 部 基 , 从 而 L*[0,1]1(0 过 p 过 1) 不 是 局 部 凸 的. 


3 5.3 ”有 界线 性 算 子 


5.3.1 有 界线 性 算 子 与 泛 函 


定义 5.3.1 设 X 和 YY 是 拓扑 线性 空间 , 工 :X -了 是 线性 算 子 . 若 工 将 X 中 的 
每 个 有 界 集 都 映射 为 Y 中 的 有 界 集 , 则 称 工 是 有 界 的 ， 

定理 5.3.1 设 X 和 Y 是 拓扑 线性 空间 , T:X 一 Y 是 线性 映射 , 则 对 以 下 三 个 
命题 有 (1) 全 (2)=>(3). 若 X 是 可 距离 化 的 ,并 且 其 距离 是 平移 不 变 的 ， 
则 (1) 命 (2) 抱 (3) : 

(1) 工 在 0 点 处 连续 . 

(2) 工 在 X 上 连续 . 

(3) 了 是 有 界 的 . 

证 明 (1) 过 (2). 设 U 是 了 中 0 点 的 邻 域 . 由 于 工 在 0 点 处 连续 , 存在 X 中 0 
点 的 邻 域 V, 使 得 T(V) CU. 因此 当 x’ 一 xE€EV 时 , Tr’ 一 Tzr= T(r 一 xz)EU. 
于 是 对 任意 XEX, 当 xz'Ex 十 V 时 ，Tz’E Tz 十 U. 这 表明 二 在 过 点 处 是 连续 的 . 

(2) 之 (1)， 显 然 . 

(2) 之 (3). 由 于 了 在 X 上 连续 , 并 且 T(0) = 0, 因此 对 于 Y 中 0 点 的 任意 邻 域 
U, 存在 和 中 0 点 的 邻 域 V, 使 得 TIGI CU. 若 A 是 X 中 的 有 界 集 , 则 存在 y >0 
使 得 当 上 > 时, A CtV. 于 是 当 t > 之 时 

T(A) CTGV) = tT(V) C 2U. 


这 说 明 T(A) 是 Y 中 的 有 界 集 . 这 就 证 明了 本 是 有 界 的 . 

现在 设 X 是 可 距离 化 的 , 并 且 其 距离 d 是 平移 不 变 的 . 

《3) 全 (1). 由 于 X 是 可 距离 化 的 , 为 了 证 T 在 0 点 处 连续 ， 只 需 证 明 当 zx, -~> 0 时， 
Tr, 一 0. 设 z, 一 0, 根据 定理 5.1.14, 存在 正 数 数列 {r,}, 使 得 m -> 十 oo, 并且 rz 一 


0. 从 而 {ror,) 是 有 界 集 . 既然 本 是 有 界 的 ,于 是 {T(r,z,)) 也 是 有 界 集 . 由 于 十 一 0， 
根据 定理 5.1.12，Txz, = 二 Tr,z,) 一 0. 国 
定理 5.3.2 设 X 是 拓扑 线性 空间 , f 是 X 上 的 线性 泛 函 . 若 f 关 0, 则 以 下 四 


60 一 这 沁 :条 


条 是 等 价 的 : 

(1) f 是 连续 的 . 

(2) 存在 一 个 连续 的 半 范 数 p(xz), 使 得 |f(z)| 志 p(z) (rEX). 

(3) f 在 0 点 的 某 个 邻 域 V 上 是 有 界 的 . 即 存在 M 0， ee 

(4) f 的 零 空间 N (了) 是 闭 的 . 

(5) NCP A X. 

证 明 (1) 之 (2),， 令 p(x) = |f(z) 即 可 . 

(2) 过 (3). 因为 plzx) 连续 , 故 存 在 0 点 的 一 个 邻 域 V, 使 得 当 zEV 时 |plzx) 二 1. 
于 是 当 xE€EV 时 , | f(z) pz) < 1. 

(3) 一 (1). 设 了 在 0 点 的 某 个 邻 域 V 上 是 有 界 的 ，|f(z)| < 二 M(xEV). 对 任意 


e>>0, 令 即 一 万 人 则 对 每 个 ze W，| f(zx)| 天 s 这 表明 f 在 0 点 处 连续 . 由 定理 


5.3.1, 这 蕴涵 了 是 连续 的 . 

(1) 祝 (4). 由 于 f 是 连续 的 , (0} 是 标量 域 玉 中 的 闭 集 , 故 NC(f) = 了 "7'((0}) 是 
X 中 的 闭 集 . 

4) 一 (5)， 因为 了 在 X 上 不 便 为 零 , 故 N(f) 关 XX. 既然 NC/) 是 闭 的 , 故 NC7) 
一 N( 有 ) 关 XX. 

(5) 地 (3). 设 N( 内 隆 X, 则 CN CPD) ”== CN 有 DD)* 关 名 . 设 iTECN (A 有 5)*, 则 
存在 0 点 的 某 个 邻 域 V, 不 妨 设 V 是 平衡 的 使 得 xz 十 V C N(f). 于 是 

(z+ WN NA = YG. (5.3.1) 

我 们 证 明 f 在 V 上 是 有 界 的 . 若 不 然 , 则 对 任意 a。 EK, 存在 xz。E V， 使 得 
1f(zo) 1>>lel, 由 于 V 是 平衡 的 , 故 Fyzo EV. 而 J(FC mm)= <， 这 说 明 


f(V) = K. 因此 存在 yE V，, 使 得 f(y) = 一 f(x). 于 是 f(z 十 y) = 0, 因而 
十 yE (Zz 十 V) 由 NGCPD. 这 与 式 (5.3.1) 矛盾 . 故 ff 在 V 上 是 有 界 的 ， 图 
定理 5.3.3 设 X 和 立 是 局 部 凸 空间 ，9 和 2 分 别 是 生成 X 和 YY 上 的 拓扑 的 半 
范 数 族 , T:X 一 Y 是 线性 算 子 . 则 工 是 连续 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 gE2, 存在 c 二 0 
和 思 1 ,ps，…,p,€ ,使 得 
q(Tzr) Sc maxpi(z), XEX. G5.3.2) 


证 明 必要 性 . 设 工 连续 ,gE2. 由 于 g 是 连续 的 , 故 U = 二 {y :g(y) 二 1} 是 
Y 中 的 包含 0 点 的 开 集 , 从 而 口 是 Y 中 的 0 点 的 邻 域 . 既然 工 是 连续 的 , 存在 义 中 
的 0 点 的 邻 域 V, 使 得 T(V) CU, 根据 定理 5.2.5, 形 如 式 (5.2.1) 中 的 集 构成 X 的 局 
部 基 , 因此 存在 记 ,ps，,…,p, EF 和 e 守 0， 使 得 VCpi,psy*,p,; e) CV. 邻 c= 二 . 
对 任意 zxzEX, 由 于 


2 1 E 
四 ( i iD <e, i=1,2,,n, 
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因此 


一 一 二 -EVD + p22 pn; E) CV, 
Cc maxi<i<n 力 ;( 工 ) 


从 而 dm )< 1， 即 式 (5.3.2) 成 立 ， 


C maxiziznp; (x) 
充分 性 . 设 U 是 Y 中 的 0 点 的 邻 域 ， 则 存在 G1 929""" Gd E2 和 ee 二 0， 使 得 
V(qlyqz，… qi，Es) CU. 由 假设 条 件 ， 对 每 个 gi 存在 pn， zz ED, 使 得 
qi(Tr) 挟 ci axps (xX), XEX. 
令 c 二 max{ciyczs""…* sci}， 以 及 


V = (zEX ps7) <E, 1<i<k,1<j<n). 


则 V 是 X 中 的 0 点 的 邻 域 . 当 zEY 时 


qiCTZr) < ec: maxpyr(Czr) 一 c. =&, 
1<jSn; C 


从 而 Tr EU, 这 说 明 T(V)CU. 这 表明 工 在 0 点 处 连续 ,从 而 工 在 X 上 连续 . 图 
定理 5.3.4 设 X 是 局 部 凸 空间 , 多 是 生成 XX 上 的 拓扑 的 半 范 数 族 , f 是 X 上 的 

线性 泛 蛆 . 则 f 连续 当 且 仅 当 存在 c > 0 和 pi ,ps，… ,ps 多 ,使 得 
f(z) e maxpi(7), rEX, (5.3.3) 


证 明 必要 性 的 证 明 与 定理 5.3.3 的 证 明 是 类 似 的 .只 要 将 9(-) 改 为 | . | 即 可 . 
反 过 来 ,对 任意 s> 0, 令 了 = {zEX:pr(z) < 二 | , 则 是 X 中 的 0 点 的 邻 域 . 由 
式 (5.3.3) 得 到 , 当 zEV 时 ,| f(z)| cmaxpi《x) < 天 se 这 表明 了 在 0 点 处 连续 ,从 
而 了 在 X 上 连续 ， 轿 


s$.3.2” 泛 函 延 所 定理 与 凸 集 的 分 离 定 理 


定理 5.3.5 设 五 是 局 部 凸 空间 X 的 线性 子 空间 , f 是 EE 上 的 连续 线性 泛 函 ， 则 
可 以 延 拓 为 XX 上 的 连续 线性 泛 函 . 

证 明 ”由 于 ff 在 EE 上 连续 ，f(0) = 0,， 故 存在 0 点 的 某 一 邻 域 w,， 使 得 当 
XEE NV 时 |f(z)| 过 1. 由 于 X 是 局 部 凸 的 , 由 定理 5.2.1, 我 们 可 以 设 V 是 平衡 的 
西 的 . 根据 定理 5.2.4, V 的 Minkowski 泛 函 p = pr 是 X 上 的 连续 半 范 数 . 并 且 = 
{zZ3p(z) 二 1). 因此 当 zEE 并 且 plz) 二 1 时 , |f(z)| 二 1. 任 取 zEE. 对 任意 e 守 0， 
由 于 (p(x) 十 e) "xTEE 并 且 p(Cplr) 十 8) zx) 二 1, 因此 (p(xz) 十 -rEENYV,， 
从 而 | fCCp(z) 十 e) zj 二 1. 于 是 | f(x) 二 p(xz) 十 e: 由 s 的 任意 性 得 到 

[f(z pr) (rEE). 


根据 Hahn-Bnanch 延 拓 定 理 , f(x) 可 以 延 拓 为 X 上 的 连续 线性 泛 函 , 并 且 Wns 
p(x)(zEE). 由 定理 5.3.2 知道 f 在 X 上 连续 . 国 


1 
设 X 是 拓扑 线性 空间 ，X 上 的 连续 线性 泛 函 的 全 体 记 为 X"， 称 之 为 X 的 共 思 e 


空间 . 
推论 5.3.6” 设 王 是 局 部 凸 空间 X 的 闭 线 性 子 空间 , xo 儿 E. 则 存在 FEX "使 得 
flxo) 一 1,FGz) = 0(rEE). 
证 明 令 M= {x 二 工 十 axo :XEE, a EK}). 在 M 上 定义 
fol(xri+aro) = ad, TEE, a EK. 


则 fh 是 M 上 的 线性 泛 函 ,fo(x) = 0(zEFE). 由 于 N(fo) 二 EE 是 M 中 的 闭 集 , 根 
据 定 理 5.3.2， fo 在 M 上 连续 .由 定理 5.3.5, fo 可 以 延 拓 为 X 上 的 连续 线性 泛 函 ， 
延 拓 后 的 泛 函 记 为 上 则 f 具有 定理 所 述 的 性 质 ， 田 
推论 5.3.7 设 XX 是 局 部 凸 空间 , m EX, zo 关 0. 则 存在 f/fEX' 使 得 f (x) 二 1. 
证 明 ” 令 E= {0), 则 EE 是 X 的 闭 子 空间 ，xzo FE, 应 用 推论 5.3.6 即 知 推论 的 
结论 成 立 ， 器 
推论 5.3.7 表明 , 若 X 是 局 部 凸 空间 , XX 六 {0}, 则 X* 关 (0}， 即 在 X 上 存在 
非 零 的 连续 线性 泛 函 .下面 的 例子 说 明 , 车 XX 不 是 局 部 凸 空间 , 则 在 X 上 可 能 不 存 
在 非 零 的 连续 线性 泛 函 . 
例 1 在 35.1 例 3 中 我 们 知道 L?[0,1](0 二 p 二 1) 是 F- 空间 , 在 8$5.2 例 4 中 我 
们 已 经 证 明 在 L*[0,1j 中 只 有 儿 和 1?[0,1] 是 点 开 集 , 因此 1L?[00,1](0 一 p 二 了 不 是 局 
部 凸 的 , 现在 我 们 证 明 在 L”*[0,11(0 二 p 二 1) 上 不 存在 非 零 的 连续 线性 泛 范 . 
设 下 是 二 [0,1] 上 的 连续 的 线性 泛 函 , 则 对 任意 e 守 0, F771( 一 e, e) 是 L?[0,1] 中 
的 开 集 ， 由 于 下 是 线性 的 , 容易 知道 下- (一 e, e) 是 凸 集 ， 既然 在 L*[0,1] 中 只 有 名 和 和 
L?*[0,1] 是 凸 开 集 ， 而 一 (一 s，s) 天 好 (因为 F(0) 二 0, 故 0EF- (一 se, se))， 故 必 有 
FE (一 se) 一 二 [0,1]. 换言之 , 对 任意 fEL?[0,1] 有 |F( 有 )| 一 s 由 于 e 汪 0 是 任意 
的 , 故 F(f) = 0. 这 表明 下 在 L*[0,1] 上 恒 为 零 . ， 
现在 将 8$ 2.5 中 凸 集 的 分 离 定 理 推广 到 拓扑 线性 空间 的 情形 . 
定理 5.3.8 设 X 是 拓扑 线性 空间 , A,B 是 X 中 的 非 空 凸 集 . 
G) 车 A° 关 名， A 由 B= 人 则 存在 fEX"' 和 实数 + 使 得 
Ref(x) <r< Ref(y), TEA, yEB. 
Ref(x) <r Ref(y), rEA, y€EB. 
《2) 若 X 是 局 部 凸 的 , A 是 紧 集 , B 是 闭 集 , 并 且 A 由 B = 儿 , 则 存在 fEX" 
和 实数 Tisrs 使 得 
Ref(z) <r<r < Ref(y), rEA, yEB. 
证 明 (1) 结论 (1) 的 证 明 与 定理 2.5.5(1) 的 证 明基 本 上 是 一 样 的 , 可 以 先 对 
X 是 实 空间 的 情形 证 明 . 只 是 在 证 明 f 连续 时 , 注意 到 根据 定理 5.3.2, 若 f 在 0 的 某 
个 邻 域 V 上 是 有 界 的 , 则 f 在 X 上 连续 . 
(2) 根据 定理 5.1.6, 存在 0 点 的 邻 域 V 使 得 (A 十 V) 由 B= 好 . 由 于 X 是 局 部 
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凸 的 , 可 以 设 V 是 凸 的 , 于 是 A 十 V 是 凸 的 开 集 . 根据 (1) 的 结论 , 存在 fEX "和 实 
数 r。 使 得 

Ref(x) <r, < Refly), TEA+V, yEB. 
由 于 A 是 紧 集 ,f 连续 , 故 Ref 在 A 上 可 以 达到 上 确 界 . 令 7 = supRef(z), 则 存 
在 zo EA 使 得 Ref(zxo) = 二 ,因此 二 rz. 当 zEA 时 ,ReFCz) 扫 六. 这 就 证 明了 
结论 (2) 成 立 . 力 


$.3.3 “能 折 扑 与 弱 "* 拓扑 


给 定 一 非 空 集 X, 在 和 上 可 能 有 不 同 的 拓扑 . 为 避免 混淆 ,关于 X 上 的 某 一 拓 
扑 = 的 开 集 、 闭 集 、 收 剑 和 连续 等 记 为 r- 开 集 、r- 闭 集 、r- 收敛 和 z- 连续 等 . 
设 m 和 己 是 X 上 的 两 个 拓扑 . 若 m- 开 集 都 是 rr 开 集 ， 则 称 rm 弱 于 m， 
设 (X,r) 是 局 部 凸 空间 . 对 每 个 fEX", 令 
px) = | FCz)| ，zEX， 


则 py 是 人 上 的 半 范 数 . 若 EX, zw 天 0, 根据 推论 5.3.7, 存在 fFEX'* 使 得 f(z) = 1. 
于 是 py(zo) 一 | f(xo)| 关 0. 这 说 明 半 范 数 族 {py :EX" } 是 可 分 点 的 . 根据 定理 
5.2.5, 半 范 数 族 {pj :fEX" ) 在 X 上 生成 一 个 拓扑 , 将 其 记 为 5,, 使 得 X 关 于 拓扑 
rw 成 为 局 部 凸 空间. 称 拓扑 re 为 X 上 的 弱 拓 扑 ， 关 于 弱 拓 扑 的 开 集 、 闭 集 、 有 界 、 
收敛 和 连续 等 记 为 w 开 集 、w 闭 集 、w 有 界 、. ww 收敛 和 ww 连续 等 . X 中 的 网 {zx。 ) 关 于 
弱 拓 扑 收敛 于 工 记 为 开工 . 

定理 5.3.9 设 (X,7) 是 局 部 凸 空间 . 则 : 

(1) rw 是 X 上 的 使 得 所 有 f EX' 都 连续 的 最 弱 的 线性 拓扑 . 

(2) 车 {zo)oe 是 X 中 的 网 zEX. 则 zs。—*>x 当 且 仅 当 对 任意 /EX"， 有 
f(z) — fx). 

(3) 设 ACX. 则 A 是 w 有 界 当 且 仅 当 每 个 ffEX*，, 数 集 {f(z) :zEA} 是 有 
界 的 . 

证 明 (1) 设 fEX*. 由 定理 5.2.5 知道 , 半 范 数 py 是 w 连续 的 . 而 |f(z)| = 
pr(X)，, 于 是 由 定理 5.3.2 知道 /是 w 连续 的 . 另 一 方面 , 设 是 XX 上 的 男 一 拓扑， 
使 得 所 有 fEX' 都 是 5 连续 的 . 则 对 任意 fEX'* 和 ee 汪 0,{z:|f(z)| 二 e} 是 vv 开 
集 ， 于 是 形 如 

VCpny ppspss ) = (rz: |fi(z) < ee, |f, Cr) < e} 
=A {xz: Ifo|<e) 


的 集 是 开 集 . 但 形 如 V(pj,， py,,… ,py, ; 8) 的 集 的 全 体 构成 拓扑 的 局 部 基 , 每 


个 w 开 集 都 是 形 如 VCpj,，py, ，… ,py,; 5) 的 集 经 过 平移 后 的 并 ,因此 每 个 w 开 集 
都 是 开 集 . 这 说 明 rw 弱 于 rr. 这 就 证 明了 结论 (1). 
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(2) 由 定理 5.2.7(1) ，z。~ 衬 > 工 当 且 仅 当 对 任意 FEX’*，, pj(zs 一 7) 一 0. 即 
[flzs) — fx) = |FCze 一 z)| 一 0 


故 zx 当 且 仅 当 对 任意 FEX*， f(x) -> f(z). 

(3) 由 定理 5.2.7(1), A 是 w 有 界 当 且 仅 当 对 每 个 /EX , 数 集 {py(x) :zE4} 是 
有 界 的 , 即 {f(x) :x7EA}) 是 有 界 的 . 者 

设 (X,r) 是 局 部 凸 空间 . 根据 定理 5.3.9, rt, 是 X 上 的 使 得 所 有 fEX' 都 连续 的 
最 弱 的 线性 拓扑 ， 而 每 个 ffEX' 都 是 + 连续 的 , 因此 rt 弱 于 r 这 正 是 将 拓扑 re 称 
为 弱 拓 扑 的 原因 . 由 于 rw 弱 于 r, 因此 每 个 w 闭 集 是 + 闭 集 . 反 过 来 闭 集 未 必 是 w 
闭 集 . 但 对 于 凸 集 , 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 5.3.10 (Mazur) 设 4 是 局 部 凸 空间 (X,r) 中 的 凸 集 . 则 A 是 w 闭 集 当 且 
仅 当 A 是 r 闭 集 ， 

证 明 只 和 需 证 明 若 A 是 r+ 闭 集 , 则 A 是 w 闭 集 . 设 和 A 是 r 闭 集 , zx。4A. 根据 
定理 5.3.6(2), 存在 f€EX" 和 实数 7 ,r, 使 得 

Ref(zo) <n <r, < Ref(rx), EA. 

于 是 对 于 A 中 的 任意 网 {zx。}, f(zx。) 一 > f(zo). 根据 定理 5.3.9, 这 表明 A 中 的 任意 
网 {zo)}， Zs 一 > Xo. 因而 zo FA*(A* 表示 A 的 w 闭 包 ), 从 而 A* CC A. 另 一 方面 总 
有 ACA*, 因而 A 二 A*. 这 说 明 A 是 w 闭 的 者 

设 (X,z) 是 局 部 凸 空间 ,，X 关 {10}. 根据 推论 5.3.7, X" 头 10}. 按照 函数 的 加 法 
和 数 乘 运算 ，X "成 为 线性 空间 . 对 每 个 zEX, 令 

pf) = |f(z)|, fEX'. 

则 ({p. :ZEX} 构 成 X" 上 的 可 分 点 的 半 范 数 族 . 根据 定理 5.2.5, 半 范 数 族 {p, :rzEX)} 
在 X" 上 生成 一 个 拓扑 , 将 其 记 为 rw， 使 得 X" 关 于 拓扑 rw 成 为 局 部 凸 空间 . 称 拓 
扑 rw 为 X" 上 的 弱 * 拓 扑 . X" 中 的 网 {f.) 关于 弱 * 拓 扑 收 化 于 f 记 为 fw 了. 

定理 5.3.11 设 (X,7r) 是 局 部 凸 空间 , X* 是 XX 的 共 配 空间 则 : 

(1) 弱 " 拓 扑 是 X" 上 的 使 得 对 所 有 x EX，X*" 上 的 泛 孙 

F,.(f) = f(x) (f EX'). 

都 连续 的 最 弱 的 线性 拓扑 . 

(2) 若 {f.} 是 X' 中 的 网 , 则 ff 当 生 仅 当 对 每 个 ZEX, 有 万 C(z)-> f(z). ( 因 
此 X" 上 的 弱 “ 拓 扑 是 逐 点 收敛 拓扑 ). 

证 明 与 定理 5.3.9 的 证 明 是 类 似 的 , 详细 过 程 从 略 . 图 


习 题 5 


1. 设 和 是 线性 空间 , A,B C X. 证 明 : 
(1) A 是 凸 集 当 且 仅 当 对 任意 sy， 盖 0, 有 (十 让 A 二 sh 十 th， 
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(2) 一 族 凸 集 的 交 仍 是 凸 集 . 

(3) 若 A 和 B 是 凸 集 , 则 A 十 B 也 是 凸 集 . 

(4) 一 族 平衡 集 的 交 仍 是 平衡 集 . 

(5) 若 A 和 日 是 平衡 集 , 则 A 十 日 也 是 平衡 集 . 

2. 令 4= {(zi,z2)EC :|zi| 志 |z21}. 证 明 A 是 平衡 的 , 但 是 A” 不 是 平衡 
的 . 《与 定理 5.1.8(1) 比较 ). 

3. 设 X 是 线性 空间 , XX 去 {0}, d 是 X 上 的 离散 距离 (参见 8 1.1 中 例 5). 证 明 
X 关于 由 dd 导出 的 拓扑 不 成 为 拓扑 线性 空间 . 

4. 设 X 是 拓扑 线性 空间 . 证 明 

(1) 若 A 是 开 集 , 则 A 的 凸 包 co(A) 也 是 开 集 . 

(2) 若是 局 部 凸 的 , A 是 有 界 的 , 则 co(A) 也 是 有 界 的 . 

5. 设 X 是 拓扑 线性 空间 , A CX. 证 明和 = 门 veao (4 十 V)， 其 中 40) 是 0 点 
的 邻 域 系 . 

6. 设 X 是 拓扑 线性 空间 . 证 明 : 

(1) X 中 的 有 限 集 是 有 界 的 . 

(2) 若 4,B 是 X 的 有 界 子 集 , 则 A U B, A 十 B 也 是 XX 的 有 界 子 集 . 

7. 设 X 是 拓扑 线性 空间 , A CX. 证 明 人 A 是 有 界 的 当 且 仅 当 A 的 每 个 可 列子 集 
是 有 界 的 . 

8. 设 A 是 拓扑 线性 空间 的 子 集 . 证 明 A 有 界 当 且 仅 当 对 于 X 的 0 点 的 任意 邻 域 
V, 存在 上 二 0, 使 得 A CivV. 

9. 证 明 在 赋 范 空间 中 , 按 距离 有 界 和 按 定义 5.1.12 意义 下 的 有 界 是 一 样 的 . 

10. 设 A 是 拓扑 线性 空间 X 的 子 集 . 称 A 是 完全 有 界 的 , 若 对 于 0 点 的 任意 邻 
域 , 存在 有 限 集 下 使 得 A CC 下 十 V. 证 明 : 

(1) 紧 集 是 完全 有 界 的 . 

(2) 完全 有 界 集 是 有 界 集 . 

11. 设 X 是 拓扑 线性 空间 , 娟 是 X 上 的 半 范 数 . 证 明 以 下 几 项 是 等 价 的 : 

(1) pp 是 连续 的 . 

(2) 0€ {xz:plr) 1}°. 

(3) pp 在 0 点 处 是 连续 的 . 

12. 设 X 是 局 部 凸 空间 ，{z,) CC X,zEX. 证 明 若 x, 一 zx， 则 

十 Xo 十 十 Xn 

13. 设 色 和 统 是 线性 空间 X 上 的 两 个 可 分 点 的 半 范 数 族 . 负 和 免 生成 的 拓扑 
分 别 记 为 mm 和 zs. 证 明 mm 弱 于 Tt,( 即 z+- 开 集 都 是 r:- 开 集 ) 的 充 要 条 件 是 对 每 个 
户 E 肌 ， 存 在 cc cs 二 0 和 轧 , 加 ,加 GE 赵 ， 使 得 

p(T) 去 cl 加 (Z) 十 czza(Zz) cp (rz), xEX. 


TI。 


14. 设 8 罗 是 线性 空间 X 上 的 可 分 点 的 半 范 数 族 . 对 的 每 个 有 限 子 集 下 = 

{Pip pr), 令 
gr (zx) 一 max{p(z), pz (Xx), p(T)}, XEX, 

证 明 2 = {gs :下 是 多 的 有 限 子 集 } 是 可 分 点 的 半 范 数 族 , 由 氏 生 成 的 拓扑 与 多 生成 
的 拓扑 是 一 致 的 , 并 且 名 = 二 {V(q; se) :gaE2,s>0} 构 成 这 个 拓扑 的 局 部 基 ， 其 中 
Vlg; e) = {Z:qCz) < e}. 

15. 设 XX 是 [0,1] 上 的 ( 实 或 复 值 ) 函数 的 全 体 的 线性 空间 . 对 每 个 +E [0,1], 令 
p(T) 一 jz (zrEX), 则 {p,:tE[L0,1j]}) 在 X 生 成 一 个 局 部 是 拓扑 . 这 个 拓扑 称 为 
点 态 收敛 拓扑 ,验证 这 个 术语 的 合理 性 . 

进一步 , 证明 存在 {z.})CX, 使 得 z, 一 0, 但 对 于 任意 满足 一 十 ce 的 实数 列 
{7 , rz 天 0. 这 说 明 X 上 的 拓扑 不 能 由 一 个 平移 不 变 的 距离 导出 . 

提示 : 设 c 是 收敛 于 0 的 实数 列 的 全 体 , 则 o 与 [0,1J 具有 相同 的 基数 . 设 p 是 
[0,1j 到 6 的 一 一 对 应 的 映射 . 令 zu 二 an 二 1,2,…), 其 中 (a,} 二 g(2). 

16. 设 :是 ( 实 或 复 ) 数列 的 全 体 所 成 的 线性 空间 . 在 ;s 上 定义 距离 

d(x,y) = 2 二 T= (x)sy = (yy) €s. 

(1) 证 明 s 关于 由 4d 导出 的 拓扑 7t 成 为 局 部 凸 空间 . 

(2) 证 明 {V,, nE€ N) 是 拓扑 7 的 平衡 的 凸 局 部 基 , 其 中 


V, = {z= 一 (Zi) : max |x;| 一 pa n= 1,2,"". 
1 过 im n 


(3) 证 明 全 空间 s 是 按 距 离 有 界 的 , 但 是 在 定义 5.1.12 意义 下 不 是 有 界 的 .〈 结 
合 第 9 题 知 道 ;不 是 可 赋 范 的 ). 


17. 设 1(0 二 pp 二 1) 是 满足 3 zi 六 一 ce 的 数列 xz = 二 (zx;) 的 全 体 所 成 的 线性 


co 


d(xz,y) 一 > lz 一 yi 立 一 (Zi)，y = (yi)E fi 


则 d 是 1* 上 的 平移 不 变 距 离 . 证 明 站 上 的 加 法 和 数 乘 是 连续 的 . 因此 /* 关 于 由 d 导 
出 的 拓扑 成 为 线性 空间 ， 

18. 证 明 上 一 题 中 的 空间 (0 二 p 二 1) 不 是 局 部 凸 的 . 

提示 : 若 1?(0 二 pp 二 1) 是 局 部 西 的 , 则 存在 0 点 的 一 个 凸 邻 域 V 和 x 二 0, 使 
得 U(0,r) CVCUCO,1). 选取 ac>0 使 得 ?一 ~ 则 对 任意 正 整数 ”， 


he Tae wed 2 a YE VE, 


其 中 是 第 n 个 坐标 为 1, 其 余 的 坐标 为 0 的 元 , 这 将 导致 矛盾 . 
19. 设 QCR",Li(0) 是 Q 上 的 p 方 局 部 可 积 沙 数 的 全 体 , 即 


幕 上 香 、 : 帮 亲 红 性 棕 风 一 7 
[和 (0) = {f: 对 于 任意 紧 集 KC 9, | lflrdz 一 < 上. 
对 于 任意 紧 集 K C0, 令 
pxP= (| far)”, feLt.cm). 


证 明 Lf.(0) 关于 由 半 范 数 族 { px} 生成 的 拓扑 成 为 Frechet 空间 . 

20. 设 X 是 拓扑 线性 空间 , f 是 X 上 的 连续 线性 泛 函 . 证 明 对 任意 c > 0， 
{Xz :f(x) 一 c}5 包含 0 点 的 一 个 平衡 的 凸 邻 域 ， 

21. 设 X 是 实 拓扑 线性 空间 , 了 是 X 上 的 线性 泛 函 ,c 是 实数 . 证 明 f 是 连续 的 
当 且 仅 当 {z :f(z) 宇 c} 和 {zx :f(x) 过 c) 是 闭 集 . 

22.、 设 X 是 拓扑 线性 空间 , X 关 {0}. 证 明 X 上 存在 非 零 的 连续 线性 泛 函 的 充 要 
条 件 是 X 中 存在 非 空 的 开 的 凸 真子 集 . 

23. 设 Ml[a, 6j) 是 La, 中 上 的 可 测 函 数 的 空间 ( 见 $ 1.1 中 例 4). 证 明 : 

(1) Ml([La, 5]) 按照 由 距离 导出 的 拓扑 是 拓扑 线性 空间 . 

(2) 证 明 在 M([a, 5]) 上 不 存在 非 零 的 连续 线性 泛 沙 ,从 而 M([a, 恕 ) 不 是 局 
部 凸 的 . 

提示 : 若 了 是 MLa, 5]) 上 的 非 零 的 连续 线性 泛 函 , 则 存在 zo。€ M([a, 站 )， 使 得 
f(zw) 关 0. 进而 存在 x EM(l[a, 5]), 使 得 f(x1) 关 0, 并 且 mlzi 天 0) 二 27. 一 般 地 ， 
对 任意 正 整 数 n, 存在 zx, EM([La, 5]), 使 得 w = f(x,) 关 0, 并 且 m(z, 关 0) 一 2 一 令 
二 an!zn(n 1), 进而 推导 出 与 了 的 连续 性 矛盾 . 

24. 设 X 是 局 部 凸 空间 , A 是 非 空 的 平衡 的 闭 凸 集 ，z 人 4. 证 明 存在 fEX", 使 
得 

sup|f C2) < fCzod. 

25. 设 王 是 拓扑 线性 空间 X 的 稠密 的 线性 子 空间 , Y 是 F- 空间 , TT:E->Y 是 
连续 线性 算 子 . 证 明 存 在 连续 线性 算 子 了 :XX -~ Y, 使 得 了 |s = 工 

提示 : 先 证 明 XX 中 的 0 点 存在 一 列 平衡 的 邻 域 {U, }, 使 得 Us 十 Us CU， 并 
且 当 xzEENNU, 时 , d(Tz,0) 一 2 一 设 TEX. 对 每 个 n 宇 1, 取 z,E(x 十 U,) 站 已 
证 明 {Tzx,} 是 Y 中 的 Cauchy 序列 . 定义 了 x = limTz, 证 明了 的 定义 是 确定 的 ， 
Tzr = Tr(zEE), 并 且 了 是 连续 的 线性 的 . 

26. 设 乡 是 线性 空间 上 的 可 分 点 的 半 范 数 族 , * 是 由 多 生成 的 拓扑 . 证 明 r 是 
上 的 使 得 所 有 p EF 都 连续 的 最 纶 的 线性 拓扑 . 

27. 设 (X,r) 是 可 距离 化 的 局 部 凸 空间 ，{z,) C zz -Xx. 则 存在 由 {xz, } 中 
的 元 的 凸 组 合 的 序列 {y,)}, 使 得 y, 按 拓扑 r 收敛 于 z， 
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附录 ”等 价 关 系 半 序 集 与 Zorn ?| 理 


在 8$ 2.4 中 证 明 Hahn-Banach 定理 时 , 我 们 用 到 了 半 序 集 与 Zorn 引 理 . 关于 等 
价 关 系 , 半 序 集 与 Zorn 引 理 的 相关 概念 在 泛 函 分 析 和 其 他 数学 分 支 中 经 常用 到 . 这 
里 将 这 方面 的 内 容 作 一 简要 介绍 . 

定义 1 设 X 是 一 非 空 集合 . 在 X 上 规定 了 元 素 之 间 的 一 种 关系 “~ 一” 若 这 种 
关系 ~ 满足 如 下 条 件 : 

(1) 自 反 性 : 对 任意 zxEX,， 工 一 工 

(2) 对 称 性 : 若 z 一 y， 则 ?一 工 

(3) 传递 性 : 若 工 一 y，y 一 z， 则 工 一 >， 
则 称 一 是 X 上 的 等 价 关 系 . 当 z 一 yy 时, 称 z 与 y 等 价 . 

例如 ， 实数 的 相等 ,两 个 可 测 函 数 的 几乎 处 处 相等 ,三 角形 的 相似 , 线性 空间 
的 同 构 等 关系 都 是 等 价 关系 . 

设 一 是 X 上 的 等 价 关系 . 对 任意 zxEX, 令 人 二 {y:y 一 工 }, 则 是 由 所 有 与 
Z 等 价 的 元 所 成 的 集 . 称 去 是 X 中 的 一 个 等 价 类 . 容易 验证 , 对 X 中 的 任意 两 个 等 
价 类 3 和 5, 若 x 一 y， 则 z= 3. 若 不 成 立 x 一 y, 则 信介 了 = 名 .因此 这 些 等 价 
类 是 互 不 相交 的 ，X 等 于 这 些 等 价 类 的 不 相交 并 . 

定义 2” 设 在 X 上 给 定 了 一 个 等 价 关 系 一 . 由 和 的 等 价 类 的 全 体 所 成 的 集 称 为 
和 关于 等 价 关系 一 的 商 集 ， 记 为 X/ 一 . 

商 集 常常 用 来 定义 商 空间 . 

例 1 设 五 是 R" 中 的 可 测 集 ，2(E)(1 达 pp 二 吕 ) 是 巨 上 的 p 次 方 可 积 函 数 
的 全 体 . 规定 f 一 g 当 且 仅 当 f = g a.e. 则 一 是 空 (E) 上 的 等 价 关 系 . 此 时 2 ( 瑟 ) 
关于 等 价 关系 一 的 商 集 (FE)/ 一 就 是 $1.3 中 的 L?*(E). 

定义 3 ” 设 X 是 一 非 空 集合 . 在 X 上 规定 了 元 素 之 间 的 一 种 关系 “<”. 车 这 种 
关系 < 满足 如 下 条 件 : 

(1) 自 反 性 ; 对 任意 TEX, 之 工 . 

(2) 反对 称 性 : 若 工 <y，y<z, 则 xz 一 yy 

(3) 传递 性 : 车 z+ 过 y, yy 过 xz, 则 xz 过 zz， 
则 称 < 是 X 上 的 一 个 半 序 . 此 时 称 X 按 半 序 关系 < 成 为 一 个 半 序 集 . 若 < 进一步 
还 满足 : 

(4) 对 任意 zx,yEX,x 过 y 或 者 y 之 xz 必 有 一 个 成 立 , 则 称 X 是 一 个 全 序 集 . 

例 2 实数 集 按 小 于 或 等 于 关系 三 是 一 个 全 序 集 . 
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例 3 设 X 是 一 非 空 集 ，92(X) 是 由 X 的 全 体 子 集 所 成 的 集 类 . 则 包含 关系 已 
是 98(CX) 上 的 一 个 半 序 . 8 罗 (X) 按 包 含 关系 C 成 为 一 个 半 序 集 . 

定义 4 设 X 是 一 个 半 序 集 . A C X. 车 存在 cEX, 使 得 对 每 个 EA, 成 立 
工 迟 a， 则 称 a 是 A 的 一 个 上 界 . 

定义 5 设 X 是 一 个 半 序 集 . A CC X. 车 存在 a€EA, 具有 如 下 的 性 质 : 对 任意 
ZEA, 若 wa<z, 则 必 有 z= 二 a, 则 称 a 为 集 A 的 极 大 元 . 

类 似 地 可 以 定义 A 的 下 界 和 极 小 元 . 

一 般 情况 下 , 给 定 半 序 集 X 的 一 个 子 集 A, A 的 上 界 和 极 大 元 不 一 定 存在 , 在 
存在 的 时 候 , 也 不 一 定 唯 一 ， 

Zorn 引 理 ” 设 X 是 一 个 半 序 集 . 若 X 的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 则 X 必 有 极 
大 元 . 
Zorn 引 理 习惯 上 称 为 引 理 , 但 实际 上 Zorn 引 理 是 一 个 公理 . Zorn 引 理 与 下 面 
的 Zermelo 选取 公理 是 等 价 的 . 

Zermeio 选取 公理 。 车 {A。})oer 是 一 族 互 不 相交 的 非 空 的 集 ， 则 存在 一 个 集 
ECUYA., 使 得 对 每 个 a ET E 站 A。 是 单 点 集 . 换言之 , 存在 一 个 集 EE, 它 是 由 每 


个 A,. 中 选取 一 个 元 构成 . 
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部 分 习题 的 提示 与 解答 要 点 


习 题 1 
2. 在 不 等 式 d(z,z) 去 d(xyy) 十 dl(ysz) 两 端 对 zEAhA 取 下 确 界 得 到 
d(xz;A) 三 d(z,y) 十 d(y,A). 因此 d(z,A) 一 d(y,A) 过 dzyy)， 
3. 充分 性 . 取 六 足够 大 使 得 > 记 pr 则 


dr < 
A 
5. (1) 由 于 方 十 二 一 于 ， 故 (二 ) 十 (全 ) =1. 对 指标 二 和 全 利用 Hilder 


(2) 令 二 一 沁 十 十, 则 pss 之 1, 方 十 地 一 1 于 是 jghlh < lienl., 再 
利用 (1) 的 结果 . 
6. 令 pi = 恋 ， dl = yy 则 1 过 pi, gl < 去 co， 


+ 


注意 Il = (| 1f1*171 dr)”， 对 指标 力 ，g, 应 用 H6lder 不 等 式 . 


7. (2) 注意 | fisaz= | , lndzt | [fladz 


8. 记 a = 人 -zi ,. .3， |Fz|. 则 | FF 入 ll。 ae 蕴涵 a 过。. 反 过 来 , 对 


任意 s 二 0, 存在 EE CE,m(E)=0，, 使 得 sup |f(2)|<ate. 这 表明 外 用 - ate,. 


10. 注意 疡 中 的 序列 按 距 离 收 伍 蕴涵 按 坐 标 收敛. 
11. 令 A 是 C[ 一 1,1 中 的 偶 函 数 之 集 . 容易 证 明 A 是 闭 集 . 设 zxEA, 对 任意 


E> 0, 令 y(t) = z(t) + 3t 则 yEU(z,s), 但 yA. 
12. 令 B= {rE€EC[laybj:zx(t)>>0(E[as6b1)}. 设 rIEB, 邻 e= min{x(1); 
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tE[a,6]). 则 UCz,e) CA. 另 一 方面 , 若 z &B, 则 存在 toE[a,6] 使 得 z(to) 去 0. 
于 是 可 以 证 明 对 任意 e 0, U(x,e) 性 A. 

13. 设 玉 是 赋 范 空间 X 的 真子 空间 . 则 存在 xz。 EX\E, 使 得 llzoll = 1. 对 于 任意 
XEE 和 e 0, 作出 适当 的 y, 使 得 yEU(z,e). 但 是 y gE， 从 而 说 明 zx 不 是 五 的 
内 点 . 

14. 注意 zxEE 当 且 仅 当 存在 {zx,) CE, 使 得 x, 一 工 . 

15. 先 证 明 1Tz 一 Tz; 上坟 jz 一 zs. 

16. (1) 利用 第 2 题 的 结论 . 

17. 由 于 f(zx) 二 d(x,F) (rzEX) 是 连续 函数 ， 故 对 任意 c > 0， 
(z:d(z,P) < <} 是 开 集 . 令 G, 一 {z:d(z,P) < 二 |. 则 下 一 站 siG,。 


18. 对 任意 zxEA,yEB, 令 六 = dz,B)，r, = d(y,A). 考虑 


ve 人 ee 人) vgo( 9$) 


21. 邻 A= {z:z = Ds ri:EQ,7n 一 1,2,.…}. 则 4 在 五 中 稠密 ， 


im 工 


22. 令 A= {Brieneo, 各 2 则 A 在 X 中 稠密 . 


i=l 


25. L~(E) 的 情形 . 设 {f,} 是 L~(E) 中 的 Cauchy 序列 . 则 对 任意 8 守 0, 存在 
N= 0, 使 得 当 m， 1 盖 人 六 时 ， 成 立 || fn 不 ls EE. 于 是 存在 零 测度 集 E,， 使 得 当 
2， 7 全 入 时 ， 

| .六 (zz) 一 廊 (z) 委 1 太一 万 必 <s(CzE 开 一 囊 ). 


令 f(z) 二 limf,(z)(zEE 一 Eo). 证 明 Fe 广 并 且 lim1 f, 一 fl 二 0. 

26. 设 {5,) 是 XX 中 的 Cauchy 序列, 则 存在 (5,) 的 子 列 (s,}， 使得 ss 中 二 
2 DD 令 二 二 一 志 一 ,之 2);, 则 了 zl 之 oo 

28. 设 {z,) 是 AC[as6] 中 的 Cauchy 序列 ， 则 {zx,Ca)) 是 Cauchy 数列 ， 
{zy(D) 是 Lifa, 拉 中 的 Cauchy 序列 . 设 mm(a) 一 czi(t) y(t) 令 
z(D) =c 十 [ys)ds. 则 xzEAC[as6]. 并 且 在 AC[a,6] 中 , zx, 一 工 

29. 设 {z,} 是 X 中 的 Cauchy 序列 . 对 任意 有 宇 1, 存在 ni 使 得 当 n 宇 n 时， 
(rosezwn ) < 2 不 炉 设 加 人 考虑 Bi = |z:d(zavz) 扩 丽人 丰 = 1,2,1). 

30. 令 f(z) = d(x,Tz)(zEK), 则 /在 K 上 是 连续 的 . 

31. 考虑 C[0,1] 上 的 算 子 (Tz)(D) = 地 sinz(z) 十 ob. 


32. 考虑 C[a,6] 上 的 算 子 CTz) (4) 二 A Ks zs)ds + p01). 
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33. 考虑 Lz[a ,站 上 的 算 子 Tr(D 二 [KGcpzcods+ao， 


34, 考虑 Coo 中 的 序列 A (1 各 二 0 人 = 1,2,.…). 
35. 对 每 个 正 整数 n, 令 


再 令 (1) 二 一 Xooya 《人 十 X20 人， 则 在 [50,1] 中, zx, 一 xz. 但 xz 4C[0,1j. 利 
用 Lusin 定理 ,可 以 证 明 C[0,1] 在 Li[a,6b] 中 稠密 . 

36. 所 ,jj 与 上 中 , 等 价 , 但 上 | 中 :与 是) 不 等 价 . 

37. 设 工 二 (zi) EL”，, 作 (0,1] 上 的 连续 函数 二 Z(t)，, 使 得 


z( 志 )=z Cn MS 


1 
0) =— I tr(—B) 4 + 1c4, 1 


其 他 地 方 用 折线 连接 . 定义 映射 TT; 1~ 一 C(0,1], 使 得 T(x) = 去 

38. 令 巨 二 span(1,t,,… ,tt), 则 巨 是 CL[a,5] 的 有 限 维 子 空间 , 因而 是 闭 子 空 
间 . 

39, 对 每 个 正 整 数 ny, 令 开 ， = span(l,t,t sp), 则 每 个 E， 是 闭 子 空间 » 并 且 
PLa,6] 一 UE,. 利用 第 13 题 的 结果 . 

41. 不 妨 设 Ki 是 紧 集 . 对 任意 二 1,2,…, 取 zz, EK,. 

42. 先 说 明 X 中 的 Cauchy 序列 是 完全 有 界 集 . 

43. 设 z 一 习 十 办 EA 十 B，z 一 xz， 存在 之 ， 的 子 列 z。 一 工 G4， 则 

ze— TE€EB. 
44. 〈2) 例如， 考虑 R? 的 子 集 : 
1 


= {(z,y) :rER',y = 0), B= (zw:7> 0,y 一 | 


45. (1) 不 妨 设 z KE. 任 取 yo EE, 记 7= 二 上 x 一 yo 令 
A= {y:d(zr,y) <r}NE. 
则 d(xz,E) 一 dl(r,A). 注意 A 是 紧 集 . 


(2) 例如 ,考虑 六 的 子 空间 已 = cu. 令 工 一 (1 二 人 小 


46. 若 T 在 A 上 不 一 致 连续 , 则 存在 s 之 0 和 xz，z' EX, 使 得 d(xz,， x!) < 十， 
但 d(Tz,, Tz’) 之 6. 利用 A 的 紧 性 导出 矛盾 . 
47. (1) 是 .(2) 否 . (3) 对 于 s = 十 利 任意 3> 0， 取 n 足 够 大 使 得 二 过 5 令 


= 1 一 1 一 十 , 则 1 一 | 二 二 之 86. 但 是 当 充 分 大 时 ， IP 一 如 |> 半 .因此 
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函数 族 {t" :nn 一 1,2,…} 不 是 等 度 连续 的 . 
48. 先 证 明 无 限 维 赋 范 空间 中 的 紧 集 无 内 点 . 设 A 是 无 限 维 赋 范 空间 X 中 的 紧 
集 . 若 A 存在 内 点 , 则 存在 一 个 闭 球 SCz,r) C A. 由 于 A 是 紧 集 , 故 SCz,r) 是 紧 
集 . 这 与 定理 1.6.11 矛盾 ! 因 此 A 无 内 点 , 从 而 A 是 政 朗 集 . 再 利用 Baire 纲 定理 . 
49. 只 需 证 明 A 是 完全 有 界 的 闭 集 , 易 证 A 是 闭 集 . 对 任意 s 二 0, 取 思 足够 大 


使 得 二 在. 令 
nm 


E= {zx 9 (Zz yT2 9 9 Tm 0 ) :Ti 2 k; = 0， 士 1，…， 士 mi 1，…，70} 


3 


则 下 是 A 的 有 限 e- 网 从 而 A 是 完全 有 界 的 . 
50. 充分 性 ， 只 需 证 明 A 是 完全 有 界 的 . 设 e >> 0, 是 正 整数 使 得 > lz， 二 < 


ii 一 nl 
令 
A 一 { 弃 -一 (Xx 9 工 2 ys) :并 一 (xi Cv »°**) EA}. 
则 入 是 K" 中 的 有 界 集 . 因而 是 完全 有 界 的 . 于 是 存在 za) ,zc ,… ,ze" EA 使 得 
元) 一 《0D ,2 xD ) ，。 ,二 om 一 (XE™ yz cm ) 


构成 和 的 s- 网 . 则 琅 = {zz yzom)} 是 A 的 sc 网， 


习 题 2 


1. 注意 车 rz 一 Zz， 则 == ZX, 一 工 十 Xo 一 xo. 
2. 充分 性 . 若 工 无 界 , 则 存在 有 界 序列 {z, }, 不 妨 设 lz 之 1(n 三 1), 使 得 | 


Trl 宇 n. 令 之 ， = 地 . 则 A= {zi, 忆 ,…} 是 完全 有 界 集 . 但 TCA) = {Tz ,Tzs,…} 不 
n 


是 完全 有 界 集 . 
3. (1) T= llell- (2) 车 m= inf lail 二 0, 则 当 y = (y,) El? 时, z= 二 


(六 , 关 ,… )ew， 由 此 推出 工 存 在 有 界 逆 . 反 过 来 , 设 了 存在 有 界 逆 , 则 T-iz 二 ， 


Ui Us 
五 ,到 ,| = Te ~ ee 
和 2 ) 于 是 lai IT “6 | |T 1 其 中 6Ei 一 (0 0 DE 
4. 《1) f== 1. (2) 设 z= z(t)EC[0,1], 要 使 zl 过 1 并 有 目 f(x) = 1, 则 必 
须 在 [0, 记 ] 上 zDD =1, 在 [ 言 , 1] 上 z(o = 一 1 


1 2 
5. (1) TI 有 (2) 易 知 ITI<1. 另 一 方面 ， 考虑 z， =Vnx[1,1] (2), 得 


到 IT1> (1- 芝 + 亚 ) . 
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6. 易 知 TI 二 lalls. 另 一 方面 , 对 任意 6 二 0, 令 
A= {t: |alt)|> tall, —e}. 
则 mCA) 这 0. 令 工 一 Gn(A))-Yrxa (C2). 

7. 令 xz 人 三 1. 车 xECLay6j, zl 和 受 1， 则 xzo(b 士 zi) 过 0. 故 f(zolt) 土 
z(t)) 宇 0, 于 是 [f(z) | 过 flzo). 从 而 1Fl 坟 Fro) = 六 1). 

9. 仿照 $ 2.2 中 例 1, 利用 共鸣 定理 . 

12. 设 z, ~ zy 一 人 令 Ai(y) 一 Try). 则 A,EB(Y, 2Z), 并 且 对 每 个 
YEY, limA,(y) = T(z,y). 根据 共鸣 定理 ， 存 在 常数 M 二 > 0 使 得 A,1 三 
M(n 三 1). 由 此 推导 出 T(x,,y,) 一 T(z,y)， 为 证 后 一 结论 ， 只 需 证 明 在 常数 
c 记 0, 使 得 当 zl 过 1, ly 和 1 时 ,1TGz,y) 科 <. 仿照 定理 2.1.1 的 证 明 . 

13. 证 明 f 是 映 上 的 . 利用 开 映 射 定理 . 

14. 研究 映射 F:R?_> R' ,f(x,y) 二 zx. 考虑 集 A = (zw eR’:y 和 过， 工 > 9|- 

15. 作 了 映射 Pj:X 一 EE ,Pz 二 zi(z 二 Xi 十 Xs). 证 明 开 是 闭 算 子 , 根据 闭 图 
像 定理 ，P1 是 有 界 的 . 因此 zi = Pizj| 过 上 Pi 川 zj 类似 地 , 考虑 映射 

P,:X -> E,, Px = rs(x = Zi 二 x2). 

17. (2) 注意 有 界线 性 算 子 是 闭 算 子 . 利用 (1) 的 结论 . 

18. 设 T 是 X 上 的 恒 等 映 射 . 将 1 视 为 (X, -中 ) 到 (XX, 路 ||) 的 映射 ,利用 逆 
算 子 定理 . 

20. 设 1 是 CL[a,5] 上 的 恒 等 算 子 . 将 1 视 为 (CLa,6j, 由 ) 到 (CCLa ,要 ,1 的 
算 子 利用 闭 图 像 定 理 . 

21. 充分 性 . 车 R(T) 是 Y 中 的 闭 集 . 则 R(T) 是 Banach 空间 必要 性 . 设 TT : 
R(T) -> X 有 界 . 车 y, 二 Tx, ER(T),y, 一 y. 则 当 m 二 了 时 

llzn — zl = 1T™ ys, — T™ yl ST™ | ly, — yll. 
这 说 明 {zx,) 是 Cauchy 序列 . 

22. 令 p(z) 一 limz, (rE/™), 则 pl(z) 是 广 上 的 次 可 加 正 齐 性 的 泛 函 . 在 子 空 
间 c 上 定义 泛 函 f(x) = limz,. 利用 Hahn-Banach 定理 . 

23. 充分 性 . 令 玉 = span{Zzi,Zzs，"… ,Tn}. 在 下 上 定义 泛 函 


fo lx) 一 > Aiai， 立 一 Dri EE. 
i=) ii 一】 
利用 Hahn-Banach 定理 . 
24. 令 万 二 span(zlyze "Xs)， 对 每 个 i 二 1,2,…,n, 令 
ffi) =a, r=artazx ttar, EEE, 


对 fi » fs ef 利用 Hahn-Banach 定理 . 
25. 对 任意 正 整数 n, 在 X 中 存在 ?个 线性 无 关 的 向 量 zi ,z;，… ,zx,. 由 上 一 题 
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的 结果 ， 存在 万 ， 户 ，…… 矿 EX 9 使 得 广 (z) 二 让. 则 万 , 户 …… 太 是 X 中 的 nn 个 
线性 无 关 的 向 量 . 

26. 设 {tz,} 是 X 的 稠密 子 集 . 由 Hahn-Banach 定理 的 推论 ,对 每 个 n, 存在 
,EX' 使 得 1 二 1, 并 且 f.(z,) 二 lzl. 设 rEX. 显然 sup| (zx)|<lzl. 另 一 
方面 , 既然 {z, } 是 稠密 的 ,不妨 设 z, 一 工 易 证 | f(z 一 z,)| 一 0m 一 coo). 于 是 


lim | f(z7)|= limlf, Cx)|= lim lz = lzl. 


因此 对 任意 s > 0, 存在 ww 使 得 目 f(z) 宇 上 zl 一 e: 从 而 sup| f(z) | lzl—e. 

27. 证 明 工 是 闭 算 子 . 

28. 由 于 XX 闫 {0}, 故 存在 zeEX，xzo 关 0 存在 fEX"，, 使 得 lfl| = 1 并 且 
f(zo) = 二 |zol| 关 0. 设 {y,} 是 Y 中 的 Cauchy 序列 . 令 T(x) = f(z)y,(rEX). 则 
{T,}) 是 BC(X,Y) 中 的 Cauchy 序 列 . 设 T, 一 T. 则 Tx。 = limT, (zo) fzx0) limy,. 
于 是 3 一 了 (x6) To, 

29. 设 y 一 4 ,zo 十 ZX, EE,y, 一 y. 根据 Hahn-Banach 定理 的 推论 ,存在 
fEX"，, 使 得 f|s 二 0,f(zxo) 关 0. 则 f(yn) = asf (zo) > f(y). 因此 a,-> f(y) 
f (zo) ”会 a. 由 此 推导 出 r, 一 y 一 azo EE 从 而 yEE. 

30. 利用 推论 2.4.7. : 

31. 若 d(xzo,E) = 0, 易 证 结论 成 立 . 设 d(xzo,E) 二 > 0. 由 Hahn-Banach 定理 的 推 
论 , 存在 fEX" ,使 得 上 f= 1, f(x) = 0(zEE), 并 且 f(z,) = d(zo,E). 因此 

dl(zosE) < sup{ |flzo)|:fEX' ,NFS<1,fz) = 0(rEE))}. 


32. (2) 对 每 个 f, 应 用 Hahn-Banach 定理 . 

33. 对 任意 XEX, 存在 EE 中 的 序列 {zx,}, 使 得 zx, -> zx. 则 {Tz,} 是 Y 中 的 
Cauchy 序 列 . 令 Tz = limTz,(zEX). 这 样 定义 的 了 不 依赖 于 {zx, } 的 选取 . 可 以 证 
明了 是 了 的 唯一 的 线性 延 拓 , 并 且 | 广 | = Tl. 

34. 令 王 = M. 则 M 是 X 的 线性 子 空间 . 若 下 不 是 闭 的 , 则 ECM,EzM. 
而 EE 是 极 大 真子 空间 , 故 必 有 M = X. 即 E=X. 

35. 充分 性 显然 . 必要 性 . 不 妨 设 户 夭 0. 任 取 wp EX 使 得 及 (zo) = 1. 则 对 任意 
XEX, TI 一 hi(z)zo EN(f) = N(fi). 由 此 推导 出 f(z) = f(x) f(z) (rEXN). 

36. 注意 {0} 是 紧 凸 集 . 利用 凸 集 的 分 离 定 理 ， 

37. 对 任意 z FE, 根据 凸 集 的 分 离 定理 ,存在 fEX* 和 实数 mm 二 rx, 使 得 
f(z) nsEC{zr: f(z)7). 令 H,= {z: (zxz) 三 由， 则 已 = MzeeH:. 

38. 根据 凸 集 的 分 离 定 理 ， 存在 /EX* 和 实数 ~, 使 得 

f(z)>r2 f(y) (rEA,yEE). 
由 于 0EE, 故 f(z) > -> 达 0CzEA). 由 于 已 是 线性 子 空 间 , 可 证 f(x) 二 0(xEE). 

41. 令 a 二 (1,],…), eye 是 oa 的 标准 基 . 对 任意 z 一 (rz)Ec， 设 limz, | 
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I 一 Seo = (X11 一 syT2 一 sy"")Eco. 故 工 一 Seo 十 Dz 一 s)e;， 对 任意 fE€c'，, 令 
iml 
b= fle), ai = flei), 则 
Hz) = sf (ed) + Dz)fle) = b+ Dalz—s). 


fi i=1 


易 证 lo| 之 Nl 令 a 二 5 一 于 w, 则 上 式 可 以 改写 为 


f(z) = 4o5 十 Daiz; 一 do limz, 十 Daizxi. 
j== 1 本 ie】 
这 是 < 上 的 连续 线性 泛 函 的 一 般 表 达 式 ， 对 每 个 一 1,2,，…， 令 
ZX = (sgnai,sgnas ,sgna,, sgnao ,sgnao,*'), 


则 zx Ec, zw1 入 1， 并 且 
ladt+ 2D) loil = fx®) SE" I. 
i=] 
令 n 一 o 品 得 到 |ao| 十 2 lai| 过 上 ll. 这 表明 a 二 Caoyaryas,…)E2 并 且 lalh 过 Il 
ies1 


42. I 一 YG. 

43. 考虑 1 一 尹 一 co 的 情形 . 对 每 个 正 整 数 n, 令 a,(7) = 二 aCDX oolcs (0)， 则 
(DEL'[a, 拉 .在 L?[a, 妇 上 定义 泛 函 太 (z) 一 | z(CDas(Ddt 则 f,EL? [a,b]*， 
并 且 外 AP 上 = 1 对 任意 xzEL?[a,5b], 利用 控制 收敛 定理 ， 有 

limf.(z) = lim | z (Wa dt = 人 eaoa 


根据 共鸣 定理 ， sup le = sup fl = M 一 <. 利用 单调 收敛 定理 得 到 
[ laCn) | "dt = im | [a | dM 一 co. 


44. 利用 Hahn-Banach 定理 的 推论 (推论 2.4.6). 

45. 利用 L?[0,1j 的 共 罗 空 间 的 表示 定理 . 

48, 先 说 明 车 {了 f,} 弱 "收敛 , 则 {| 中 是 有 界 的 . 

49. 利用 推论 2.4.4, 或 利用 推论 2.4.6, 可 以 得 到 两 种 不 同 的 证 明 . 

50. 必要 性 . 注意 对 任意 fEY* ，f。TEX'*. 充分 性 . 利用 闭 图 像 定 理 . 

51. 利用 Hahn-Banach 定理 的 推论 (推论 2.4.7). 

52. 利用 凸 集 的 分 离 定 理 . 

53. 由 题 设 条 件 知 道 {z, } 是 绊 有 界 的 从 而 是 按照 范 数 有 界 的 . 设 lz 外 过 Mn 三 1])， 
令 9C 一 mHz)CGEX ) 则 ?EX”. 因为 X 是 自 反 的 , 存在 zxEX 使 得 Jz = 9. 
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则 xz, 一 ~ 蔗 ， 


95: 了 (zi 9 工 2 0 ) 一 (all » QT? 1 ), 


56. (Tz) C2) = Li-iz(zt). 


a 


57. 必要 性 . 设 N(T' ) 二 0. 车 RC(T) 关 Y, 任 取 yo EY\NRCT), 则 
d= d(y, R(T)) > 0. 


根据 Habn-Banach 定理 的 推论 , 存在 gEY" 使 得 当 yER( 了 DD 时 , g(y) 一 0 并 且 gw%) 一 以 
对 任意 zxEX 有 (z,Tg) 二 (Tr,g) 二 0, 因此 T*g = 二 0. 但 是 g 关 0. 这 与 NT ) = 二 0 矛盾 . 


59, 考虑 算 子 序列 T,: 人 一 ,T(z x2 T3"') 一 (a ,0 


60. 设 和 A 是 CL0,1] 中 的 有 界 集 , 1zll 和 MGCzE4). 则 TC(A) 是 有 界 集 . 易 知 函 
数 族 { (Tr)(t) :zxzEA) 满足 Lipschitz 条 件 ， 因而 是 等 度 连续 的 . 根据 Arzela-Ascoli 
定理 ，T(A) 是 CL0,1] 中 的 列 紧 集 . 

61. 考虑 集 A = {tr*:n 二 1,2,…}. 利用 习题 1 中 第 47 题 的 结果 . 

62. 设 A 是 CLa,5b] 中 的 有 界 集 . 则 存在 常数 M 使 得 |x 之 Ml(zEA). 因此 对 任 
意 zxEA， 


max|zx(D|<M, max|7’W|<M. 
aEs atS 


由 第 一 个 不 等 式 知道 J(A) = A 是 CLa, 媚 中 的 有 界 集 ， 由 第 二 个 不 等 式 容易 推导 出 函 
数 族 {z(t) ;zxEA) 是 等 度 连续 的 . 根据 Arzela-Ascoli 定理 , J(A) = 4 是 C[a, 妇 中 
的 列 紧 集 . 
63. 设 mm 翌 - 工 . 车 Tr, 一 > Tz, 则 存在 6 > 0 和 {zx,) 的 子 列 {zxs), 使 得 
| Tz, 一 Tz 之 eo. 由 于 {z,} 弱 收敛 , 故 {x,)} 有 界 . 而 工 是 紧 算 子 , 故 存在 { zw } 的 
子 列 , 不 妨 设 就 是 {zw }， 使 得 Tz。 一 y. 对 任意 fEY", 注意 到 feTEX*, 故 
f(9) = limf (Tz,) = lim(fT)(z,) = CT)(z) = f(Tz). 


根据 Hahn-Banach 定理 的 推论 , 应 有 > = Tx. 但 这 与 上 Tz; 一 Tz 之 6 了 矛盾 . 

64. 设 A 存在 有 界 逆 A . 若 A 是 紧 算 子 , 则 T= AA"' 也 是 紧 算 子 . 这 蕴涵 X 
的 闭 单位 球 Bx 是 紧 集 . 这 与 dimX = oo 矛盾 ( 见 定理 1.6.11). 

65. 若 TCX) = Y, 根据 开 上 映射 定 理 ,是 开 映 射 , 于 是 TUx(0,1) 是 Y 中 的 开 
集 . 由 于 0ETUx(0,1), 故 存在 + >> 0 使 得 Uy(0,r) CTUx(0,1). 由 工 是 紧 算 子 
推导 出 Uy(0,r) 是 列 紧 集 . 这 蕴涵 dimY 一 =. 

66. 设 T' 是 紧 算 子 , 则 T” 是 紧 算 子 . 设 {z,} 是 X 中 的 有 界 序列 . 记 
zi" 二 Jz,《n 之 1), 其 中 J 是 X 到 X“ 的 标准 嵌入 . 则 {z;” } 是 X“ 中 的 有 界 序列 . 由 
于 T"“ 是 紧 算 子 , 存在 {zx } 的 子 序列 {zx } 使 得 T" zx 收敛, 由 定理 2.8.3， 有 

1 Tx, — Tr, = NT )™ ~ Tz)™ = HT" zi —T" zl, 

因此 {Tz } 是 Y 中 的 Cauchy 序列 . 
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习 题 3 


1. 举例 说 明 当 p 关 2 时 , 在 VW 和 L*[0,1] 上 平行 四 边 形 公 式 不 成 立 . 
2. 直接 验证 可 知 (,…) 是 万 上 的 内 积 . 仿照 空间 的 情形 , 可 以 证 明 五 的 完备 


. 利用 平行 四 边 形 公式 ， 

. 注意 当 互 是 实 内 积 空间 时 , 对 任意 x,yE 有 有 (X13) 一 (y,z). 

. 充分 性 . 从 1 z 十 M?1 一 外 z 一 4? 首 可 以 推导 出 ReA(x,y) 一 0. 

. 利用 极 化 恒等式 和 平行 四 边 形 公式 可 以 得 到 |p(z,y)| 志 cdlzlF 十 yl). 
于 是 对 任意 实数 上 天 0， 有 

[glzsy)|= pltr ,ty) | ed lz + yl ). 


Dw 


当 z 关 0,y 关 0 时 , 令 六 二 J， 得 到 |gCz,z)| 过 2cjziibyih 


lizll 

7. 利用 勾 股 公式 . 

8. 由 题 设 条 件 可 以 证 明 工 是 闭 算 子 . 

9.〈1) 利用 内 积 的 连续 性 . 

(2) 只 需 证 明 M+ 二 spanCMD)+, 设 z E M+. 对 任意 yE€ spanCM)， 存在 
{yw}》C span(M) 使 得 办 一》 由 此 得 到 (zx,y) = 0. 从 而 MLC span(MD+. 反 过 来 
的 包含 关系 是 显然 的 . 

(3) 由 于 MC MLL，, 而 ML+L 是 闭 线性 子 空间 , 因此 spanCM) C MLL. 反 过 来 
的 包含 关系 是 容易 的 也 可 以 利用 (2) 的 结论 和 定理 3. 2. 5(1) 得 到 
MLL = shanctWD!1. 

10. 设 {z,}C E,z, 一 zx. 若 工 的 分 解 为 zx 一 y 十 z<. 易 证 == 0. 

11. 根据 定理 2.2.2, 存在 唯一 的 xz。EE, 使 得 lz 一 zxoll = d(x,E). 由 引 理 2.2. 
3,， 工 一 Xo EEl. 若 取 yo 一 1z 一 zz 一 z)， 则 yoEEL，llyoll = 1, 并 且 

| (zx,y0)|= | (ro zory)|= rm zol. 
于 是 sup{| (z,y) |:yEEt, ly = 1}) 宕 zzxol. 
12. Mi= {zxE€l: y= C0),0, To 9 Tr2 se))}. 
13. 不 妨 只 考虑 工 [ 一 1,1] 是 实 空间 的 情形 . 令 
4= {fEL[ 一 1,1]: 是 奇 函 数 }. 
显然 AC ML. 反 过 来 , 设 gsEML. 我 们 有 


1 1 “ 
[caw te y=| GD te ada+t| (gD +e De Dd 
=2| (eco + eo) gd 
由 于 g(t) 十 g( 一 ty) EM， 上 式 右 端的 积分 为 零 . 因此 g 是 奇 函 数 ， 即 gEA. 这 表明 
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MLC 4A. 从 而 ML 一 人 

17. 先 证 明 若 P,P。 是 投影 算 子 ， 并 且 卫 ， < P:， 则 P= 是 投影 算 子 . 令 
Q 二 Pi,Q, = P, 一 Po 三 2). 则 {Q,) 是 一 列 两 两 正 交 的 投影 算 子 . 利用 定理 
3.2.10. 

18. 注意 P 投影 子 空间 EE = {XER’:Pzr 二 x}. 经 计算 知道 ,， 当 a = 0 时 ， 


E= {(z1,7X) ER’: zx! = 0}. 当 a 关 0 时 ， E= on en 


19. 对 每 个 上 二 1,2,…, 邻 E, = 二 {eEE:|(ze)| 盖 有:). 证 明 每 个 El 是 有 
限 集 . 
20. 设 {es}oe 是 昌 中 的 规范 正 交集 . 则 当 e。 关 ep 时 , es 一 ep ==Y2. 设 {x,} 是 


HH 的 可 列 稠密 子 集 . 则 对 任意 zEH, 存在 使 得 zEU (zx,, 方 ). 车 {e)oer 是 不 可 列 
集 , 则 至 少 存在 某 一 个 U(x， 去) 包含 {6)er 中 的 两 个 不 同 的 元 e。 和 cp， 这 导致 
1e 一 “1 一 1 

23. 令 W,(Cz) = 
法 得 到 


…). 当 0 夺 m 安 n 时 , 利用 分 部 积分 


1 an 
(WwW) = | CD" ED"dz 
1 
=-| 去 a (zx 一 1)” nr —D"dr 


= “= | Cz: — 1)" Ez — D"dz. 


当 m 二 n 时 ， 《一 DD" 一 0, 此 时 (WW。) 一 0. 当 加 二 n 时 ， 


rs (zz 一 1)” 二 (2n)!1， 此 时 


CW Dn! oP 2 
因此 {L,(z)} 是 L:[ 一 1,1] 中 的 规范 正 交 系 . 
24. 仿照 3 3.2 中 例 2 的 方法 . 
25. 设 | f(z)sinnzdz 二 0(n 一 1,2,…). 将 f(z) 延 拓 为 [一 xx] 上 的 奇 函 数 , 延 


拓 后 的 函数 记 为 六 计算 表明 了 与 {9,) 二 {1,cosx,sinzt,cos2x,sin2z,"…) 中 的 所 有 元 都 
正 交 . 这 蕴涵 着 在 [一 x*,x] 上 f = 0 a.e.， 从 而 在 [0,x] 上 和 = 0 ae. 
26. 车 xEH,， (zye 人 ) = 0(n = 1,2,.%), 则 对 每 个 n， 有 (x,e,) 一 We ot 


利用 Parseval 等 式 . 
27. 仿照 $ 2.9 中 例 1 的 方法 . 对 任意 xE 及 ,Tz 二 六 (Tz ee, 对 每 个 正 整数 
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nn 令 Tx = 了 CTz ,ei)ei. 则 Ti 有 界 的 有 限 秩 算 子 . 注意 到 


5 (Tz ,ei)e; = > (Ds) Tse)e 
i=ntl i=ntl * j=1 

2 
= 


(T—T,)zx= 


> xe) (Tej se)e. 


1j7=1 


利用 上 式 可 以 计算 出 TT 一 T, | 声 ( Sr tree 是 es 


i=ntl j=1 

28. 根据 引 理 3.4.1 和 Riesz 表示 定理 , zx, 一 x 等 价 于 对 任意 yEH,， (z,,») 一 (zsy). 

30. 对 每 个 自然 数 n, 令 f(y) = (y,x,)(yEH). 利用 共鸣 定理 和 Riesz 表 示 定 
理 . 

34. (1) 首先 利用 Riesz-Fischer 定 理 , 说 明 级 数 > (zyes)e, 收敛 . 从 而 Tz 的 
定义 有 意义 . 

(2) 若是 工 自 伴 的 , 则 4;== (Te;,e;) = (e;,Te,) = 7. 

35. 指明 ((A 十 A')z,z) = 2Re(Ax,z). 

36. 由 题 设 条 件 得 到 eTrl| 宇 c zz E 日) 这 表明 本 是 一 对 一 的 . 由 于 
(Tzr,z) 二 (zx,T"zx), 于 是 cllz 搬 过 1(z,T*z)|. 同样 有 NC(T*) = {0). 根据 定理 
3.4.6， RCTJ = NT )+ 二 H. 可 以 证 明 RCT) 是 闭 集 . 从 而 R(T) = RCT) = H. 
由 逆 算 子 定理 知道 "1 是 有 界 的 . 

37. 设 Ar = 工 . 由 于 4 二 上 Aj 夺 1, 因此 

iA*z—zl=lA'zrl (zr,Ar) — (Ar,7z) 十 上任 
= 由 Az lz < 0. 


38. 令 A 二 方 (A 十 A'), As 一 寺 (A 一 4 )， 则 Al 和 A; 都 是 自 伴 算 子 ,并 且 
和 = A 十 iAs. 反 过 来 , 设 A 可 以 分 解 为 4 = Ai 十 iA;, 其 中 A 和 A 都 是 自 伴 算 
了 于” 则 AA* = Al —1A;. 结合 A = Al 二 iA,， 解 出 
1 1 
A = 去 (A 十 A*), As 一 于 (4 一 4 ). 
39. (1) 将 由 (.，…)， 导出 的 范 数 记 为 小 咯 ， 则 小 由 与 1 站 站 等 价 . 由 于 (HH,(:…)). 
是 完备 的 ， 故 (H， (».,*)). 是 完备 的 . 


40. 对 任意 zEH, 有 z= 了》 (zx,ei)ei. 于 是 Tz = 》) (zx,ei)Te. 


1 i=l 


42. 显然 是 川 志 呈 TP， 根据 定理 3.4.5,jTle = NT TI 因此 
IT = {TT = TDTD = TTTTI 
= CT?)* T= TE. 
于 是 HT 绅 = IT 上 .用 数学 归纳 法 可 以 证 明 1T2 = I 工 必 .对 任意 正 整数 n, 设 
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m 一 多 n, 则 
Th = TT = TT" < 1T™" HT TT” 
< 站 开放” = TN. 
从 而 IT 一 工作， 


习 题 4 


1. (1) 设 1 一 AB 可 道 , 其 逆 为 C. 可 以 验证 1 一 BA 的 道 为 1 十 BCA.、 
(2) 设 X 关 0. 由 于 4 一 AB 一 4(1 一 4AB). 利用 (1) 的 结论 . 
2. 注意 当 zxEE 时, Az 二 Ax. 直接 用 定义 证 明 . 
3. 设 A1,4s,"…,A, 是 A 的 n 次 方 根 , 则 OA 一 人 (4 一 牛 (4, 一 直 = 二 4 一 1 设 
zo 天 0 使 得 (一 Ar)zo 二 0. 则 CA1 一 A)(4s 一 A)-…(4, 一 A)zo 二 0. 
4. 设 AEC，G 一 A)zGh = 二 一 a(t))z(t). 车 mE(lal(t) = 一 和 4) 二 0. 令 
z 一 Xu_u(D， 则 工 是 方程 (一 A)z 一 0 的 非 零 解 . 故 XE0,(A). 
5. 直接 计算 ， 有 
Ri(A) — R,(A) = (4— A — (po A) 
= (一 A)-LA 一 A)G A oA A A)! 
= (A—A [pm A 0— A A 
= (py—4)R (A)R, (A). 
6. 根据 定理 4.1.3、 当 j4| AJI 时 , 4 是 A 正则 点 , 并 且 
An 


jn 


(一 4) = 


利用 (一 A)-: 的 这 个 级 数 表达 式 , 可 以 得 到 一 A) 过 G 一 人 AI 于. 

7. 可 以 设 4 关 0 若 4E€pC4),， 则 (4 一 A)-1 EE BCX)， 直接 验 证 知道 
一 4A (4 一 A) 了 是 4 一 A7i 的 道 . 从 而 4-iEp(A71). 因此 (4-1 ;hEp(A)}Cp(A7). 
从 而 {4":4Eo(A)}) 刁 oA '，). 将 A 换 为 A-! 得 到 (47!;4Eo(4h- 1)} 刁 otAhA). 由 此 
可 证 {A-:AEa(A))Cc(CA-). 

8. 只 需 证 明 po(A) = pCA*). 由 于 (MTx 一 A) 一 ATx 一 A*. 用 荆 代 圭 4 一 A， 
只 需 证 明 工 可 逆 当 且 仅 当 T” 可 逆 . 根据 推论 4.1.2, 若 工 可 道 , 则 T” 可 逆 . 

反 过 来 , 设 T” 可逆, 则 T” 可 逆 , 根据 定理 2.8.3， 对 任意 x EX, 成立 
Tz = T“z( 这 里 将 xz 与 ”不 加 区 别 ). 因此 N(T) = N(T* ) = {0}. 利用 习题 2 
中 第 57 题 的 结果 知道 ， R(T) = X. 设 二 Tr, ER(T), y, -> y. 则 

T= TIT = Ty Ty 

于 是 y, = Tz, 一 T(T…)- > 从 而 y= 二 TC(T* )-1yER(T). 因此 R(T) 是 闭 集 . 于 
是 R(T) = R(T) = X, 由 逆 算 子 定理 , 人 工 是 可 逆 的 ， 


02. = 泛 函 分 析 

9. 由 于 4: 一 A = 0, 根据 谱 映 射 定理 ， 当 XE€o(A) 时 ， 

A2— MEo(A4: — A) = 0o(0) = {0). 

因此 4 二 0 或 1. 这 说 明 o(A) CC 10,1}. 车 A 关 0, 则 存在 z 关 0 使 得 Axr 关 0. 但 
(1 一 4A)Az = (A 一 A?)zr = 二 0, 从 而 1E€o(A). 类 似 地 , 车 A 关 1, 可 以 推导 出 
0E€Eo(A). 

10. 不 妨 设 A 了 关 0,，B 关 0. 否则 结论 平凡 地 成 立 ， 由 于 (AB)" = A (BA)"!B， 
因此 IC4B)" 志 AMINCBA DI 川 BN. 于 是 


1 4 lL、 4 
r(AB) = liml(AB)" I < liml AN (MBA TY)" BW 


= lim (CBA)™ I) = lime™ ew 一 lc) 
一 elnr(BA) 二 r(BA). 


11. 由 于 4B = BA, 因此 (48)" = A"8". 利用 谱 半 径 公 式 . 

12. 对 任意 es > 0, 存在 AEo(A), 使 得 |4| 汪 > r(A) 一 e. 由 谱 映 射 定理 ， 
XtEa(A*), 于 是 7rCA*) 三 | 三 三 (r(A) 一 e)4 

13. (1) 由 于 R= im la,}”， 因此 当 r(A) 二 RR 时 ， lmllaA" hh” <1. 由 正 


向 级 数 的 根 值 判别 法 知道 级 数 3 || a,A" | 收 伍 . 
(2) 设 r(A) > R. 若 级 数 >'av4" 收敛 , 则 lim a,A"l| 一 limlls, 一 sll 一 0( 5 是 级 


数 》ash。 的 部 分 和 ). 于 是 存在 M 宇 0 使 得 | a,A" 1 过 Mn 之 D. 于 是 


= mA < mM "< 1. 
于 是 ~(4) 过 R, 与 假设 条 件 矛 盾 . 

14. (2) 由 (1) 的 结果 知道 (MA,)= as(4)Ce(A). 于 是 1 Ce(A). 另 一 方面 ， 
车》 全 (和 ， 则 < 一 inf>:|) 一 | >>0. 此 时 易 证 4 一 A 是 映 上 的 . 显然 此 时 4 一 A 也 
是 一 对 一 的 . 由 逆 算 子 定理 知道 , 4&o(A). 这 说 明 c(4) CC {4,}. 

15. 车 4 攻 {a(z):tE[La,5]), 易 知 此 时 4 一 A 是 一 对 一 的 映 上 的 , 根据 逆 算 子 定 
理 ，(4 一 A)- 有 界 ， 从 而 Ao (A)， 这 说 明 o (4A) C {falw);iE[a,6]). 车 
ME {a(t):tELa,6j]}， 则 方程 (4 一 a(z))zx(z) = 1 无 解 . 此 时 4 一 A 不 是 映 上 的 , 从 而 
XEa(A). 因而 {al2);tE[a,0]}Co(A). 

16. 利用 上 一 题 的 结果 得 到 oC(A) = {e:;tE€E[0,2x1}= {4:14|= 1}. 

17. 因为 方程 (4 一 A)z(z) =4z(D—[ zd 因此 方程 (4 一 A)z 二 0 的 解 即 微 


分 方程 z(t) 一 4x'(z), x(0) = 0 的 解 , 其 通 解 为 zx 二 Ce 满足 zx(0) = 0 的 唯一 
解 为 x = 0. 因此 ov(4) = 分 . 
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根据 习题 2 中 第 60 题 的 结论 ，A 是 紧 算 子 . 利用 定理 4.2.4 可 知 o(A) 一 {0}. 
或 者 :用 归纳 法 容易 证 明 14"1 去 < .因此 x(A) = 0. 从 而 oC4) 二 {0). 


18. 容易 证 明 A 是 紧 算 子 , 并 且 0 二 .利用 定理 4.2.4 可 知 o(A) = {0}. 
19. 根据 谱 映 射 定 理 , c(A") = {4":AE€o(A)}. 于 是 
oA) = {4":A€0(A")}. 
再 利用 定理 4.2.4. 
20. 例如 令 A:C">C", A(ziyzo ,Ti) 二 (0, TyT2 Ts)， 则 A 关 0. 当 
k 宇 n 时 A* 二 0. 因此 A 一 0. 
21. 当天 是 无 限 集 时 , 设 {a;} 是 K 的 可 列 稠密 子 集 . 定义 算 子 A: 1 -> 7， 
4GCrzyz，) 一 (aizyazz…)、 由 第 13 题 的 结果 知道 , c(A) = {fas} = K. 
22. 由 于 A 是 正规 算 子 , 有 A4“ = A" A， 由 定理 3.4.5 得 到 
AF =I1A*AF =1A'A) (A A) 
= 上 A*AA:AlL=|(A DA|= ||A? 由. 
于 是 142?1 = 4. 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 A” || = AI 再 利用 谱 半 径 公式 . 
23. 若 A” = 一 A, 则 GA)" 一 一 iA* = iA. 即 过 是 自 伴 的 . 因此 ic(4) = cdG4) CR 
于 是 co(C4) CiR. 
24. 由 于 4 是 正 算 子 , 由 $ 4.4 中 例 3 知道 cx(4) C [0,co). 因此 一 1Epo(4)， 
25. 根据 谱 映 射 定理 , o(1 土 iA) = 1 士 iz(4A). 由 于 A 是 自 伴 算 子 , 故 c(CA) CR 因 
此 0 Go(l 士 4A). 这 表明 一 (1 二 iA) 存在 有 界 逆 , 从 而 1 土 iA 存在 有 界 逆 . 
26. 设 A 宇 0. 令 T= AA, 则 A = AAAVY 二 TT: 工 . 
27. 设 {5,} 和 {7 了,} 分 别 是 定理 4.3.6 的 证 明 中 相应 于 A 和 B 的 迭代 序列 . 即 


二 方 (1 一 A)， Sy 己 六 (1 一 A+ S52)， Dey 


T= 去 (1 一 B)， To 一 玛 1 一 B 二 TD)， n= 1,2," 


由 于 AB, 并且 AB = BA, 可 以 归纳 地 证 明 S,T, = T,S,(n 二 1,2,…). 由 推论 
4.3.7 知道 (5S; 十 T,) (5S, 一 T,) 三 0. 于 是 可 以 归纳 地 证 明 S, 宇 T, (n= 二 1,2,…). 

28. 由 于 上 A= 上 A) 这 4 下 尼 , 因此 A 过 |43 昌 反 过 来 , 对 任 
意 xXEH， 

A®zrl = (ATzr,ANzr)= (Ar,z) <lANz). 

29. 由 于 A 是 自 伴 的 , 根据 定理 4.3.3, 有 上 A = xr(A) = max{ |4| :AMEcCA)}= ||. 
利用 A 的 表达 式 可 以 证 明 后 一 结论 . 

30. 容易 证 明 cs(A) = {4,:n 二 1,2,…}. 显然 每 个 瓦 是 投影 算 子 . 对 每 个 正 
整数 n, 令 

P, (zisz23°) = (0,0,% ,0, x, 30,0,.:). 


则 已 = 2)P,. 由 $4.4 中 例 1 知道 {EE:4E( 一 o0,o0)) 是 [a,5] 上 的 谱系 . 令 
A, 所 A 


Lp 


p24) 一 ( 玉 zz), 则 gs(4) 二 了 |z,|*. 由 于 9。GA) 在 4 二 4, 有 第 一 类 间断 点 , 因 


A 所 


此 由 p:(4) 导出 的 L 一 S 测 度 p 在 A 二 4, 有 测度 x.({4,)) = |z,|*. 于 是 对 任意 xzEH， 
[a dE zz) =|2 dp (0) = SUC{h)) = yolz = CAzr,z). 


31. (2) 邻 gg,() = (Exz,7z),， 则 
0， A 二 Us, 


A A 
9:0) = | Ez) zed = | 1zco1?d 一 | lz 1dt, a 二 1 二 六 


中 关中 ， 4 宇 2. 
注意 到 在 [a,6] 上 dq.(23) 二 |x(4)|? a.e., 因此 


四 四 四 下 
{adcE, zz) = | 4dp:0) = lz = ir) ZI = (CAz ,x). 
32. 设 mr 和 MM 如 式 (4. 3.3〉 所 定义 ， 则 fm,M] Co(T) C [0,co). 于 是 
M 
InA€EC[m,M]J. 设 A = 4d 是 A 的 谱 分 解 . 令 


f.《4) 二 1 十 In4 十 一 一 一 + + = 1,2,.). 


则 


其 中 全 = 人 InXd 忆 . 由 于 大) 在 [m,XM] 上 一 致 收 伊 于 em = 4. 根据 定理 4.4.3(4)， 
limf, (4) 二 A. 另 一 方面 根据 $ 4.4 中 例 4， limf. (A) 一 er. 从 而 A= er 
33. 由 于 /(2) 是 实 值 的 ， 故 f(A) 是 自 伴 算 子 . 设 A 二 | ”4d 是 A 的 谱 分 解 . 
对 任意 zEH, 由 于 f(4) > 0, 因此 
CHA EI = [- Po DE Ld SI, 


习 题 5 
2. 易 知 A = {(z,z2): | 二 | 过 |zz|). 由 于 0 二 (0,0) $4°，, 因此 A? 不 是 平衡 
的 . 1 


3. 证 明 数 乘 运算 不 是 连续 的 . 设 xEX,z 了 关 0， 考虑 a, 二 二. 


5. 注意 若 Y 是 0 点 的 邻 域 , 则 一 站 也 是 . 又 zxEA 当 且 仅 当 对 0 点 的 每 个 邻 域 
V,Cz+V NAzL. 
7. 充分 性 . 设 {z,} 是 A 中 的 序列 , 则 A, = {zx,,n 二 1,2,…} 有 界 . 于 是 对 0 点 
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的 任意 邻 域 V, 不 妨 设 V 是 平衡 的 , 存在 t+ 二 0 使 得 zx, EiV(n 宇 1). 证 明 对 任意 标 
量 序列 {a,)}， 当 a, 一 0 时, a,x, 一 0. 利用 定理 5.1.12. 
9. 若 关 是 赋 范 空间 , 则 名 二 {U(0, e),s 二 0} 是 X 的 局 部 基 . 注意 X 的 子 集 
A 按 距离 有 界 当 且 仅 当 存 在 r > 0, 使 得 A CUC0,7). 
10. (2) 注意 对 0 点 的 任何 邻 域 V, 存在 0 点 的 平衡 的 邻 域 U, 使 得 U 十 UCV. 
11.〈(2) 之 (3). 存在 0 点 的 一 个 邻 域 V, 使 得 VC {x: p(xz) 二 1)”. 于 是 对 任意 
£>0， 
eV Ce{rz:p(z) <1} = (e{zx: p(x) < 一 1)) = {zr:p(7) < e}®, 
这 表明 当 zxEeV 时, p(xz) 二 e. 因此 在 0 点 处 是 连续 的 . 
(3) 二 (1). 由 于 pp 在 0 点 处 是 连续 的 , 对 任意 6 二 0, 存在 0 点 的 一 个 邻 域 V, 使 
得 当 xXEV 时 , p(x) 二 e. 设 xoEX. 当 xXExo 十 V 时 , 由 于 zx 一 zo EV， 
[p(x)— pr) |S pr— ro) 一 te. 
12. 不 妨 设 z 一 0. 设 V 是 0 点 的 一 个 邻 域 . 存在 0 点 的 邻 域 U, 使 得 U 十 UC V. 
可 以 设 U 是 是 的. 由 于 zx, 一 0, 存在 六 二 0 使 得 当 z> 和 时,，z EU 我 们 有 
Xi 十 十 “十 区 Ti 十 Tz 十 十 TN + st! 二 十 十， A y, 二 学 


n n 


注意 y, 一 0, 而 z, 是 U 中 的 元 的 凸 组 合 , 因 而 z, EU. 

13. 充分 性 . 设 纹 和 多 分别 是 相应 于 久 和 锡 按 照 式 (5.2.1) 定义 的 集 族 . 证 明 
每 个 纺 中 的 集 包含 9 中 的 某 个 集 . 这 蕴涵 每 个 +- 开 集 都 是 rz- 开 集 ， 

反 过 来 , 设 趟 弱 于 ta, 对 任意 PE 及， 由 于 {z:p(z) 二 1}) 是 0 点 的 - 邻 域 , 因 
此 也 是 己 - 邻 域 ,于 是 存在 VCpi ,ps，…,p,;e) GE 多 ,使 得 VCp yy， per, pase) CC 
{ZX: p(x) 二 1}. 这 蕴涵 


p(z) 委 二 (ci pi(X) 十 copz(ZT) 十 … 十 cpn(7X)),， XEX. 


14. 将 3 和 2 生成 的 拓扑 分 别 记 为 m 和 志 . 利用 上 一 题 的 结论 容易 证 明 r 一 zz. 

由 9 生成 的 拓扑 的 局 部 基 是 
甸 二 {VOpis po pese): pispss" sp ED,e > 0, kEN), 

由 于 VCOpi,pz，… ,pi;s) 一 V(qis)， 其 中 g = max{pi,p: ,pi}， 因此 名 二 区. 

15. 设 z，ZzEX. 利用 定理 5.2.7 可 知 ,z, -> xz 当 且 仅 当 xz, (1) -> z(t) (teE[o0,1]). 

设 ce 是 收敛 于 0 的 数列 的 全 体 , 则 co 与 [0,1] 具 有 相同 的 基数 . 设 p 是 [0,1] 到 
co 的 一 一 对 应 的 映射 . 令 己 (0 二 a,(n 二 1,2,…), 其 中 {a,) = p(D. 设 {r } 是 一 实数 
列 , mm 一 十 se. 则 ?一 0. 于 是 存在 如 E[0,1], 使 得 gq(4) = {( 亲 }， 于 是 rz) = 
rr 三 1, 从 而 xx, 一 > 0. 

16. (1) 对 每 个 i 二 1,2,…, 令 pi(z) 一 |zi|(z 二 (zi) E35). 则 (pi) 在 s 上 生成 
的 局 部 凸 拓 扑 与 按照 式 (5.2.2) 定义 的 距离 4 生成 的 拓扑 是 一 致 的 . 
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(2) 容易 证 明 每 个 V, 是 平衡 的 凸 集 . 设 xEV,, 令 丰 一 二 一 max |z|, 则 大 > 0 


选取 0 二 ;二 1 使 得 (1 一 s)7! 二 h. 再 令 r 一 2 并. 证 明 U(zy7) CV,. 从 而 V 是 开 集 . 
显然 0EV,, 因此 每 个 V 是 0 点 的 邻 域 . 设 V 是 0 点 的 任意 一 个 邻 域 , 则 存在 -~ 二 0 使 得 


U0,r) CV. 选取 m 使 得 二 一 艺 , 并 且 3) 雷达 于. 证 明 V。C U0,r). 从 而 
0 i= no+l 


{V,,nEN) 是 拓扑 = 的 凸 局 部 基 . 

(3) 注意 根据 $ 5.1 中 例 5, 拓扑 线性 空间 的 非 零 线 性 子 空间 不 是 有 界 的 . 

17. 只 需 证 明 当 zx, 一 了 加 一 ya 一 4 时 ，zo 十 yr 一 工 十 yanZzn 一 C 工 ， 

18. 车 21?(0 二 pp 二 1) 是 局 部 凸 的 , 则 关 存 在 一 个 由 凸 邻 域 构成 的 局 部 基 , 设 为 
用 因为 及 二 {U(0, e) :s 盖 0) 也 是 靖 的 一 个 局 部 基 , 存在 0 点 的 一 个 凸 邻 域 V 和 
r > 0, 使 得 U(0,m CVCU(C0,1). 选取 二 0 使 得 az 一 > 则 对 任意 正 整 数 ”， 
ae, EU(0,7r), 其 中 6, 是 第 n 个 坐标 为 1， 其余 的 坐标 为 0 的 元 . 于 是 


Zu 一 二 (aei 十 aez 十 … 十 ace)EcoGU(O rm CVCUGO,1)，7 一 1 2，…， 


但 0 二 Pp 三 1, 因此 d(x,,0) 二 m: (#) 一 afm!? 一 co 这 与 {x,} CU(0,1) 矛 


盾 ! 

20. 不 妨 设 {zx: f(z)=c} 关 如 . 令 U= {zi:|flz)|<c}, 则 UC 
{z: f(z) 二 c}5， 容易 证 明 U 是 0 点 的 一 个 平衡 的 凸 邻 域 . 

21. 根据 定理 5.1.1, 必 要 性 是 显然 的 . 充分 性 . 不 妨 设 f 关 0. 任 取 zo 使 得 f(zxo) 
二 c, 则 NCh = {zx: f(z) = c) 一 zo 是 闭 集 . 根据 定理 8.3.2，f 是 连续 的 . 

22. 车 f 是 X 上 的 连续 线性 泛 函 , f 关 0. 则 {xz :|f(z) 二 1|} 是 X 的 一 个 非 空 
的 开 的 凸 真 子 集 . 

反 过 来 , 设 A 是 X 的 一 个 非 空 的 开 的 凸 真子 集 . 不 妨 设 0EA. 根据 定理 5.1.9， 
可 以 设 A 是 平衡 的 . 设 尹 = An 是 A 的 Minkowski 泛 函 . 则 pp 是 X 上 的 连续 的 半 范 
数 . 设 ze 人 #A, 根据 定理 5.2.4, p(xo) 三 1. 令 M= span{zo). 在 M 上 定义 泛 函 
(azo) = 二 a, 利用 Hahn-Banach 延 拓 定理 . 

23. (1) 注意 到 在 M( [a,6]) 上 按 距离 收敛 等 价 于 依 测度 收 化 ，、 容易 证 明 M( [a,]) 
上 的 加 法 和 数 乘 运算 是 连续 的 . 

(2) 用 反 证 法 . 若 了 是 M( [a,61]) 上 的 非 零 的 连续 线性 泛 函 , 则 存在 xo EMI( [a,5]) 


使 得 放 zo) 了 0. 因为 zo 一 Xo 十 入 sw， 因此 或 者 f(x[o 31]*) 夭 0, 或 者 
f(x[41]™) 天 0. 于 是 存在 x EM([a, 媚 ) , 使 得 f(x) 关 0, 并且 mm 关 0) 一 25， 
一 般 地 , 对 任意 正 整数 n, 存在 zx, EM( [ae, 中 ) , 使 得 a, = f(z,) 关 0, 并 目 m(z, 关 0) 二 27. 


令 放 二 anznbn 宇 1), 则 {y,} 依 测度 收 僵 于 0， 因而 {3y,) 按 距离 收敛 于 0. 但 是 
f(y,) 二 an f(z,) 二 1, 这 与 的 连续 性 矛盾 ! 


部 分 习题 的 提示 与 解答 要 点 


24. 根据 定理 5.3.8， 存在 fEX” 和 实数 7 9 太 2 使 得 
Ref(7x) ri < rr < Refl(rxo), XEA., 
对 任意 zxEA, 设 f(x) = e?”|f(zx)|. 由 于 4 是 平衡 的 , e "x EA, 因此 
[f(x)|= ez) = fl(e zx) = Ref(e "7r) nn. 

26. 根据 定理 5.2.5, 按照 拓扑 ,每 个 EF 是 连续 的 . 另 一 方面, 设 书 是 X 上 
的 一 个 线性 拓扑 ,并 且 按 照 拓扑 mn ， 每 个 pe 是 连续 的 . 则 对 任意 pE9 和 。 > 0， 
{zx: p(x) 二 e}) 是 5 开 集 . 于 是 形 如 

V lpi pisE) = {zx: pi lx) 一 Ey" 9 PCT) 一 e} 一 个 {x: p(x) < e} 

的 集 是 ri; 开 集 、 但 形 如 V(pi ,p;，…, pr;e) 的 集 的 全 体 构成 拓扑 + 的 局 部 基 , 每 个 
开 集 都 是 形 如 V(pi ,ps，… ,pr;s) 的 集 经 过 平移 后 的 并 ,因此 每 个 rz 开 集 都 是 r' 


开 集 . 

27. 令 A 一 cofzs 伍 1, 则 4 是 凸 集 . 由 定理 5.3.10 知道 A" = A. 由 于 
Zn -rz 故 zEA"， 从 而 zxE 且 . 因为 (X,r) 是 可 距离 化 的 , 于 是 存在 {y,) CA, 使 
得 y, 按 拓 朴 z 收敛 于 z. 
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